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❆❜str❛❝t

❲❡ st✉❞② t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❝♦♥s❡♥s✉s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ ✇✐r❡✲

❧❡ss ♥❡t✇♦r❦s ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡✳ ❋♦r r❡❣✉❧❛r ❧❛tt✐❝❡s ✇✐t❤

♣❡r✐♦❞✐❝ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ✇❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s

♦❢ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ▼❆❈ ♣r♦t♦❝♦❧ t❤❛t ♠❛①✐♠✐③❡s t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦♥

t❤❡s❡ ♥❡t✇♦r❦s✳ ❲❡ ❡①t❡♥❞ t❤✐s ❛♥❛❧②s✐s t♦ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ♥❡t✇♦r❦s ✇✐t❤

❛ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ♦❢ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♥♦❞❡s s✉♣♣♦rt✐♥❣ r❛♥❞♦♠❧② ♣❧❛❝❡❞ s❡♥s♦r

♥♦❞❡s✳ ❲❡ ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ✉♣♣❡r ❛♥❞ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞s ❢♦r t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡

r❛t❡ ❢♦r t❤❡s❡ ♥❡t✇♦r❦s✳ ❖✉r r❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❛t ✐♥ ❛♥ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡✲❧✐♠✐t❡❞

s❝❡♥❛r✐♦ t❤❡ ❢❛st❡st ❝♦♥✈❡r❣✐♥❣ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ t♦♣♦❧♦❣② ❢♦r t❤❡ ❝♦♥s❡♥✲

s✉s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝r✉❝✐❛❧❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ♦❢ ♥♦❞❡ ♣❧❛❝❡♠❡♥t✳ ■♥

♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ ♣r♦✈❡ t❤❛t ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② ✐♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦❞❡s✱ ✐♥❝r❡❛s✲

✐♥❣ t❤❡ tr❛♥s♠✐t ♣♦✇❡r t♦ ❛❧❧♦✇ ❧♦♥❣ r❛♥❣❡ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s ✐♠♣r♦✈❡s t❤❡

❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡ ✐♥ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ t♦r✐✱ ✇❤✐❧❡ ✐t ❤❛s t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ❡✛❡❝t

✐♥ ❤✐❣❤❡r ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳

■♥❞❡① ❚❡r♠s✖❈♦♥s❡♥s✉s ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡✱ ▼❆❈ ♣r♦t♦❝♦❧✱ ✇✐r❡❧❡ss ♥❡t✲

✇♦r❦s✳

✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❈♦♥s❡♥s✉s ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ❛♥❞ ❛✈❡r❛❣❡ ❝♦♥s❡♥s✉s ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❤❛s ❜❡❝♦♠❡ ❛♥ ❛r❡❛

♦❢ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ r❡s❡❛r❝❤ ❢♦❝✉s ✐♥ r❡❝❡♥t ②❡❛rs ✭❡✳❣✳ s❡❡ ❬✶✱ ✶✶✱ ✶✷✱ ✶✹❪ ❛♥❞ t❤❡

r❡❢❡r❡♥❝❡s t❤❡r❡✐♥✮✳ ▼❛♥② ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❬✷✱ ✶✻✱

∗❚❤❡ ♣❛rt✐❛❧ s✉♣♣♦rt ♦❢ ❉❚❘❆ ❣r❛♥t ◆✵✵✶✻✹✲✵✼✲✽✺✶✵ ✐s ❣r❛t❡❢✉❧❧② ❛❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡❞✳ ❚❤❡
❛✉t❤♦rs ❛r❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❉❡♣❛rt♠❡♥t ♦❢ ❊❧❡❝tr✐❝❛❧ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✱ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ◆♦tr❡ ❉❛♠❡✱ ◆♦tr❡
❉❛♠❡✱ ■◆ ✹✻✺✺✻✳ ✭❡✲♠❛✐❧✿ ④s✈❛♥❦❛✱✈❣✉♣t❛✷✱♠❤❛❡♥❣❣✐⑥❅♥❞✳❡❞✉✮

✶



✶✼❪✱ ♠♦t✐♦♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ❬✶✸❪ ❛♥❞ ❧♦❛❞ ❜❛❧❛♥❝✐♥❣ ♦❢ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♣r♦❝❡ss❡s ❬✹❪✱ ❤❛✈❡

❜❡❡♥ ❛♥❛❧②③❡❞ ✐♥ t❤✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦✳

●✐✈❡♥ n ♥♦❞❡s ❡❛❝❤ ✇✐t❤ ❛ s❝❛❧❛r ✈❛❧✉❡ ❛♥❞ ❛ ♣♦ss✐❜❧② t✐♠❡✲✈❛r②✐♥❣ ✐♥t❡r✲

❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❣r❛♣❤ ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ t❤❡s❡ ♥♦❞❡s✱ ❛ ❝♦♥s❡♥s✉s ❛❧❣♦r✐t❤♠ s♣❡❝✐✜❡s t❤❡

✉♣❞❛t✐♥❣ r✉❧❡ t❤❛t ❡✈❡r② ♥♦❞❡ s❤♦✉❧❞ ❢♦❧❧♦✇✳ ❚❤❡ ✉♣❞❛t❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ♥♦❞❡

❛t ❡✈❡r② t✐♠❡ st❡♣ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ❤❡❧❞ ❜② ✐ts❡❧❢ ❛♥❞ ✐ts ♥❡✐❣❤❜♦rs ❛t t❤❡

♣r❡✈✐♦✉s t✐♠❡ st❡♣✳ ■♥✐t✐❛❧ r❡s✉❧ts ❛❜♦✉t s✉❝❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠s s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤❡ ✈❛❧✉❡s

❤❡❧❞ ❜② t❤❡ ♥♦❞❡s ❝♦♥✈❡r❣❡ t♦ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ✈❛❧✉❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❛t t❤❡ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t✐♦♥

❣r❛♣❤s s❛t✐s❢② s♦♠❡ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ▲❛t❡❧②✱ t❤❡ ❢♦❝✉s ❤❛s s❤✐❢t❡❞ t♦

❛♥❛❧②③✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✐♥ t❤❡ ❢❛❝❡ ♦❢ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥str❛✐♥ts

✐♠♣♦s❡❞ ❜② t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♥♦❞❡s✳ ❚❤✉s✱ ❡✛❡❝ts s✉❝❤ ❛s q✉❛♥t✐③❛✲

t✐♦♥ ❬✶✵❪✱ ♣❛❝❦❡t ❡r❛s✉r❡s ❬✷✱ ✻❪✱ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ♥♦✐s❡ ❬✼✱ ✽❪✱ ❛♥❞ ❞❡❧❛②s ❬✾❪ ❤❛✈❡

❜❡❣✉♥ t♦ ❣❛✐♥ ❛tt❡♥t✐♦♥✳

❙✉❝❤ ✇♦r❦s t②♣✐❝❛❧❧② ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧s ❜❡t✇❡❡♥ ❡❛❝❤

♣❛✐r ♦❢ ♥♦❞❡s ❛r❡ ✉♥❝♦✉♣❧❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❝♦♥s❡♥s✉s ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛r❡ ♦❢t❡♥ ❡♠♣❧♦②❡❞

♦✈❡r ✇✐r❡❧❡ss ♥❡t✇♦r❦s✱ ✇❤❡r❡ ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❝❤❛♥♥❡❧ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s ❛r❡

♥♦t s✉✐t❛❜❧❡✳ ❲✐r❡❧❡ss ❝❤❛♥♥❡❧s ❛r❡ ✐♥❤❡r❡♥t❧② ❝♦✉♣❧❡❞ ❞✉❡ t♦ t❤❡✐r ❜r♦❛❞❝❛st ♥❛✲

t✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐♥ ❛ ✇✐r❡❧❡ss ♥❡t✇♦r❦✱ ❛♥② t✇♦

♥♦❞❡s ❝❛♥ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t❡ ❜② s♣❡♥❞✐♥❣ ❡♥♦✉❣❤ ❡♥❡r❣②✳ ▲♦♥❣ r❛♥❣❡ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝✲

t✐♦♥s ❧❡❛❞ t♦ ❛ s♠❛❧❧❡r ❣r❛♣❤ ❞✐❛♠❡t❡r✱ ❜✉t ❛❧s♦ t♦ ❞❡❝r❡❛s❡❞ s♣❛t✐❛❧ r❡✲✉s❡✳ ❚❤❡

❡✛❡❝t ♦❢ ❧♦♥❣✲r❛♥❣❡ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s❡♥s✉s

❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s t❤✉s✱ ♥♦t ❝❧❡❛r✳ ❚❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ t♦♣♦❧♦❣② ✐♥ ✇✐r❡❧❡ss ♥❡t✇♦r❦s

t❤✉s ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ♣r♦t♦❝♦❧s ❛♥❞ ✐s✱ ✐♥ ❢❛❝t✱ ❛ ❞❡s✐❣♥ ♣❛r❛♠❡t❡r✳ ■♥

t❤✐s ✇♦r❦✱ ✇❡ t❛❦❡ t❤❡ ✜rst st❡♣s t♦✇❛r❞s ❛♥❛❧②③✐♥❣ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ s✉❝❤ ❝♦♠♠✉✲

♥✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥str❛✐♥ts ♦♥ ❝♦♥s❡♥s✉s ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛♥❞ ❞❡s✐❣♥✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥

♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r t❤❡ ❝♦♥s❡♥s✉s ♣r♦❜❧❡♠✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ r❛t❡ ♦❢

❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❝♦♥s❡♥s✉s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❤✐❧❡ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❛❝❝♦✉♥t✐♥❣ ❢♦r

✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡✳ ❲❡ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s t❤❛t ❛r❡ ♦♣✲

t✐♠❛❧ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳ ❲❡ ❛❧s♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧

✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♣♦✇❡r ♦♥ t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳

❚❤❡ ♣❛♣❡r ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❲❡ ❜❡❣✐♥ ❜② ❢♦r♠✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞

✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ♦✉r ♥♦t❛t✐♦♥✳ ❲❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡ ♦♥ ♥❡t✇♦r❦s ♦❢ ♥♦❞❡s t❤❛t ❛r❡ ♣❤②s✲

✐❝❛❧❧② ♣❧❛❝❡❞ ♦♥ ❛ ❣r✐❞ ✇✐t❤ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭❙❡❝t✐♦♥ ✸✮✳ ❙❡❝t✐♦♥

✹ ❡①t❡♥❞s t❤❡s❡ r❡s✉❧ts t♦ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ♥❡t✇♦r❦s ✇✐t❤ r❛♥❞♦♠❧② ♣❧❛❝❡❞ s❡♥s♦r

♥♦❞❡s ❛♥❞ ❛ r❡❣✉❧❛r ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❜❛❝❦❜♦♥❡✳ ❙♦♠❡ ❛✈❡♥✉❡s ❢♦r ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦

❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳

✷



✷ Pr♦❜❧❡♠ ❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥

✷✳✶ ❆✈❡r❛❣❡ ❈♦♥s❡♥s✉s ❆❧❣♦r✐t❤♠

■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡ ❡①❝❧✉s✐✈❡❧② ♦♥ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❝♦♥s❡♥s✉s ❛❧❣♦✲

r✐t❤♠✳ ❈♦♥s✐❞❡r n ♥♦❞❡s t❤❛t ❛✐♠ t♦ r❡❛❝❤ ❝♦♥s❡♥s✉s ✇✐t❤ t❤❡ ✜♥❛❧ ✈❛❧✉❡ ❜❡✐♥❣

t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ t❤❡✐r ✐♥✐t✐❛❧ s❝❛❧❛r ✈❛❧✉❡s✳ ❉❡♥♦t❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ❤❡❧❞ ❜② t❤❡ i✲t❤ ♥♦❞❡

❛t t✐♠❡ k ❛s xi(k)✳ ❆❧s♦ ❞❡♥♦t❡ ❜② x(k) t❤❡ n✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✈❡❝t♦r ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜②

st❛❝❦✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ♥♦❞❡s ✐♥ ❛ ❝♦❧✉♠♥ ✈❡❝t♦r✳

❲❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ✐♥ ❜r✐❡❢ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❝♦♥s❡♥s✉s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❞❡✜♥❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❣✐✈❡♥

✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ t♦♣♦❧♦❣② ❛♠♦♥❣ t❤❡ ♥♦❞❡s ❛t ❡✈❡r② ✐t❡r❛t✐♦♥ st❡♣✳ ❚❤❡ t♦♣♦❧✲

♦❣② ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❛ ❝♦♥s❡♥s✉s ❣r❛♣❤✱ ✇✐t❤ ❛♥ ❡❞❣❡ ♣r❡s❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦

♥♦❞❡s ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡② ❝❛♥ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❉❡♥♦t❡ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r s❡t ♦❢

♥♦❞❡ i ❛t t✐♠❡ k ❜② Ni(k)✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t k ✐s ✐♥❝❧✉❞❡❞ t♦ ♠♦❞❡❧ ❞②♥❛♠✐❝

✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ t♦♣♦❧♦❣✐❡s✳ ❆♥ ✐t❡r❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❡✈❡r② ♥♦❞❡ i ❡①❝❤❛♥❣✐♥❣ ✐ts

st❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ xi(k) ✇✐t❤ ❛❧❧ ♥♦❞❡s ✐♥ Ni(k)✳ ❆ss✉♠✐♥❣ t❤❛t ❛❧❧ ♥♦❞❡s ❛r❡ ❛❧✲

❧♦✇❡❞ t♦ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ❜r♦❛❞❝❛st t❤❡✐r st❛t❡s t♦ t❤❡✐r ♥❡✐❣❤❜♦rs✱ t❤✐s ❡①❝❤❛♥❣❡

❤❛♣♣❡♥s ✐♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ♣❛❝❦❡t tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ✐♥t❡r✈❛❧ ✭❛❧s♦ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ❛ t✐♠❡ s❧♦t

❛♥❞ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ t♦ ✶✮✳ ❚❤✉s t❤❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❡✈♦❧✈❡s ❛s

xi(k + 1) = xi(k)− h
∑

j∈Ni(k)

(xi(k)− xj(k)), ✭✶✮

✇❤❡r❡ h ✐s ❛ s❝❛❧❛r ❝♦♥st❛♥t ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ❡♥s✉r❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ❢r♦♠ t❤❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s❡♥s✉s ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✇❡ s❛② t❤❛t t❤❡

✐t❡r❛t✐♦♥ t✐♠❡ ✐s ♦♥❡ t✐♠❡ s❧♦t✳

❉❡♥♦t❡ t❤❡ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❣r❛♣❤ ❛t t✐♠❡ k ❜② G(k)✳ ❚❤❡ s②st❡♠ t❤✉s ❡✈♦❧✈❡s

❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ t✐♠❡ ❡q✉❛t✐♦♥

x(k + 1) = (I − hL(k))x(k), x(0) = x0, ✭✷✮

✇❤❡r❡ L(k) ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥ ♠❛tr✐① ♦❢ t❤❡ ❣r❛♣❤ G(k). ■t ❝❛♥ ❜❡ s❤♦✇♥ ✭s❡❡✱

❡✳❣✳✱ ❬✶✹❪✮ t❤❛t ✉♥❞❡r ♣r♦♣❡r ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✱ ✐❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r h ✐s s♠❛❧❧

❡♥♦✉❣❤✱ ❝♦♥s❡♥s✉s ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ✈❛❧✉❡ xav =
1
n

∑

i xi(0). ❚❤r♦✉❣❤♦✉t ♦✉r ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❛ss✉♠❡ t❤❛t h ✐s ✜①❡❞ ❛♥❞

❤❛s ❛ ✈❛❧✉❡ h < 1
2dmax

✇❤❡r❡ dmax ✐s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡❣r❡❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛♥②

♥♦❞❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥s❡♥s✉s ❣r❛♣❤ ♦✈❡r ❛❧❧ t✐♠❡✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ dmax = max
i,k
|Ni(k)|✳

❚♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡ ♥♦❞❡s ❝♦♥✈❡r❣❡ t♦ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ x0✱ ✐t ✐s ❛❧s♦ ❡ss❡♥t✐❛❧ t❤❛t

✸



t❤❡ ❣r❛♣❤ ❛t ❡✈❡r② t✐♠❡ st❡♣ ❜❡ ❜❛❧❛♥❝❡❞✳ ❚❤❡ ♣r♦t♦❝♦❧s ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❜❡❧♦✇ ✇✐❧❧

❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡ ❣r❛♣❤ ✐s s②♠♠❡tr✐❝✱ ✇❤✐❝❤ s❛t✐s✜❡s t❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳

❚❤❡ r❛t❡ ♦❢ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡s ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣r❛♣❤

t♦♣♦❧♦❣②✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ st❛t✐❝ ❣r❛♣❤ t♦♣♦❧♦❣② ✭✐✳❡✳✱ G(k) = G ❢♦r ❛❧❧ t✐♠❡ k✮✱ ✐t

❝❛♥ ❜❡ s❤♦✇♥ ✭s❡❡✱ ❡✳❣✳✱ ❬✺✱ ✶✹✱ ✶✺❪✮ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s❡♥s✉s ♣r♦t♦✲

❝♦❧ ✐s ❣❡♦♠❡tr✐❝✱ ✇✐t❤ t❤❡ r❛t❡ ❜❡✐♥❣ ❣♦✈❡r♥❡❞ ❜② t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❧❛r❣❡st ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡

♠♦❞✉❧✉s ✭❙▲❊▼✮ ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① I − hL✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ❛ ❝♦♥s❡♥s✉s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦♥ ❛

❣r❛♣❤ ✇✐t❤ s♠❛❧❧❡r ❙▲❊▼ ❝♦♥✈❡r❣❡s ♠♦r❡ q✉✐❝❦❧②✳ ■❢ t❤❡ ♠❛tr✐① L ✐s s②♠♠❡tr✐❝✱

✐ts ❙▲❊▼ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s ✐ts ♥♦r♠ r❡str✐❝t❡❞ t♦ t❤❡ s✉❜s♣❛❝❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ t♦

1n , [1 1 ...1]
∗
1×n✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s✱ ❡❛❝❤ ♦❝❝✉♣②✐♥❣ ❛ s✐♥❣❧❡

t✐♠❡ s❧♦t✱ ♠❛② ❜❡ ♥❡❝❡ss❛r② ❢♦r t❤✐s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❛♠♦♥❣ t❤❡s❡ ♥♦❞❡s t♦

♦❝❝✉r✳ ❚❤✐s s❝❡♥❛r✐♦ ✐s ❝♦♠♠♦♥ ✐♥ ✇✐r❡❧❡ss ♥❡t✇♦r❦s✱ ✇❤❡r❡ ❝♦♥❝✉rr❡♥t tr❛♥s✲

♠✐ss✐♦♥s ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❜❛♥❞ ❝❛♥ ✐♥t❡r❢❡r❡ ❛t ❛ ♥♦❞❡✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ♠❛②

♥♦t ❜❡ ❞❡❝♦❞❛❜❧❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ✐❢ ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ ❝❛♥ r❡❝❡✐✈❡ ❞❛t❛ ❢r♦♠ s❛② ❛t ♠♦st ♦♥❡

♥❡✐❣❤❜♦r ❛t ❛♥② ❣✐✈❡♥ t✐♠❡✱ t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥❡❝❡ss❛r② ❢♦r ✐t❡r❛t✐♦♥

k ✇✐❧❧ r❡q✉✐r❡ ❛t ❧❡❛st 1 + max
i
|Ni(k)|✳ ❚❤✐s ✐❞❡❛ ✐s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢✉rt❤❡r ✐♥ t❤✐s

♣❛♣❡r✳

✷✳✷ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ Pr♦t♦❝♦❧s

❯s✉❛❧ tr❡❛t♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❝♦♥s❡♥s✉s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛ss✉♠❡ t❤❡ ❝♦♥s❡♥s✉s

❣r❛♣❤ ❛s ❣✐✈❡♥✳ ❚❤✐s ♣r❡s✉♠❡s t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧ ❜❡✲

t✇❡❡♥ ❛♥② t✇♦ ♥♦❞❡s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❜② ❛♥ ❡❞❣❡✳ ■♥ t②♣✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ♥♦❞❡s

❝♦♠♠✉♥✐❝❛t❡ ♦✈❡r ✇✐r❡❧❡ss ❝❤❛♥♥❡❧s✳ ■♥ s✉❝❤ s✐t✉❛t✐♦♥s✱ ❛♥② t✇♦ ♥♦❞❡s ❝❛♥

♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t❡ ❜② ❡①♣❡♥❞✐♥❣ ❡♥♦✉❣❤ ♣♦✇❡r ♦r ❜② ❧♦✇❡r✐♥❣ t❤❡ tr❛♥s✲

♠✐ss✐♦♥ r❛t❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ✇✐r❡❧❡ss ♠❡❞✐✉♠ ✐s ✐♥❤❡r❡♥t❧② ♠✉❧t✐❝❛st✳ ❆t ❛

r❡❝❡✐✈✐♥❣ ♥♦❞❡✱ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ s✉❝❤ ❝♦♥str❛✐♥ts ♠❛♥✐❢❡sts ❛s ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❢r♦♠ ✉♥✲

✐♥t❡♥❞❡❞ tr❛♥s♠✐tt❡rs✳ ❚❤✐s ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❝♦♥s❡♥s✉s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❤❛s ♥♦t

❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞ ♣r❡✈✐♦✉s❧②✳

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❧♦❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡s ❛r❡ ❣✐✈❡♥✳

❊✈❡r② ♥♦❞❡ t❤❡♥ ❞❡❝✐❞❡s ♦♥ t❤❡ ♣♦✇❡r ✇✐t❤ ✇❤✐❝❤ ✐t tr❛♥s♠✐ts✳ ❚❤✐s ♣♦✇❡r

❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ r❛❞✐✉s ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥

P = P0r
α
c , ✭✸✮

✇❤❡r❡ P0 ✐s ❛ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t✱ α ✐s t❤❡ ♣❛t❤✲❧♦ss ❡①♣♦♥❡♥t ✭t②♣✐❝❛❧❧②

✹



2 ≤ α ≤ 5✮✱ P ✐s t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♣♦✇❡r ❛♥❞ rc ✐s t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ r❛❞✐✉s✳

❆❧❧ ♥♦❞❡s ❛t ❛ ❞✐st❛♥❝❡ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ rc ❢r♦♠ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡r ❝❛♥ r❡❝❡✐✈❡ t❤❡

tr❛♥s♠✐tt❡❞ ♠❡ss❛❣❡✳

❙✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ r❛❞✐✉s✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❞❡✜♥❡ ❛♥ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡

r❛❞✐✉s ri✳ ❆ ♥♦❞❡ ❛t ♣♦s✐t✐♦♥ x ❝❛♥ r❡❝❡✐✈❡ ❛ ♠❡ss❛❣❡ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ❢r♦♠ ❛ ♥♦❞❡

❛t ♣♦s✐t✐♦♥ y ♦♥❧② ✐❢ ‖y − x‖ < rc✱ ❛♥❞ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♥♦❞❡ ❛t ♣♦s✐t✐♦♥ z t❤❛t ✐s

s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② tr❛♥s♠✐tt✐♥❣✱ s✉❝❤ t❤❛t ‖z − x‖ < ri ✭✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❝♦♥str❛✐♥t✮✳

■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ❢♦r s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ rc = ri✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❝❛♥ ❜❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞

t♦ ♦t❤❡r ❝❛s❡s✳

●✐✈❡♥ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r s✉❝❝❡ss❢✉❧ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✱ ✇❡ r❡q✉✐r❡ ❛ ♠❡❞✐✉♠

❛❝❝❡ss ❝♦♥tr♦❧ ✭▼❆❈✮ ♣r♦t♦❝♦❧ ❢♦r t❤❡ ♥♦❞❡s✳ ❲❡ ❢♦❝✉s ♦♥ ❚✐♠❡ ❉✐✈✐s✐♦♥ ▼✉❧✲

t✐♣❧❡ ❆❝❝❡ss ✭❚❉▼❆✮✲❜❛s❡❞ ▼❆❈ ♣r♦t♦❝♦❧s ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r r❛t❤❡r t❤❛♥ r❛♥❞♦♠

❛❝❝❡ss ♣r♦t♦❝♦❧s✳ ❚❤❡s❡ ♣r♦t♦❝♦❧s ❛ss✉r❡ s✉❝❝❡ss❢✉❧ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❜② s❝❤❡❞✉❧✲

✐♥❣ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s ✐♥ t✐♠❡ s✉❝❤ t❤❛t ♠❡ss❛❣❡s ❞♦ ♥♦t ✐♥t❡r❢❡r❡✳ ❚❤❡② ❞❡♠♦♥str❛t❡

❜❡tt❡r t❤r♦✉❣❤♣✉t t❤❛♥ ❝♦❧❧✐s✐♦♥✲❜❛s❡❞ ▼❆❈ ♣r♦t♦❝♦❧s✱ ❛t t❤❡ ❡①♣❡♥s❡ ♦❢ ❣r❡❛t❡r

s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦✲♦r❞✐♥❛t✐♦♥ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ❛♠♦♥❣ t❤❡ ♥♦❞❡s ❬✶✽✱ ✶✾❪✳

✷✳✸ Pr♦❜❧❡♠ ❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥

❚❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❝♦♥s❡♥s✉s ♣r♦t♦❝♦❧ ❝❛♥ ❜❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ t✇♦ ♣❤❛s❡s

t❤❛t ❛r❡ r❡♣❡❛t❡❞ ❛t ❡✈❡r② ✉♣❞❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡ ✈❛❧✉❡s✳ ■♥ t❤❡ ✜rst ♣❤❛s❡✱ t❤❡

♥♦❞❡s ❡①❝❤❛♥❣❡ t❤❡✐r ✈❛❧✉❡s t❤r♦✉❣❤ ♣♦ss✐❜❧② ♠✉❧t✐♣❧❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s✳ ❲❡ ❝♦♥✲

s✐❞❡r ❡❛❝❤ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ t♦ ❝♦♥s✉♠❡ ♦♥❡ t✐♠❡ s❧♦t✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥

❣r❛♣❤ ❛t ❡❛❝❤ ✉♣❞❛t❡ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❡❞❣❡s (i, j) s✉❝❤ t❤❛t ♥♦❞❡ j ❤❛s r❡❝❡✐✈❡❞

t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ♥♦❞❡ i ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♣❤❛s❡✳ ■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞

♣❤❛s❡✱ t❤❡ ♥♦❞❡s ✉♣❞❛t❡ t❤❡✐r ✈❛❧✉❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✭✶✮✳ ❆s ✐♥ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♠♦❞❡❧✱

t❤✐s st❡♣ ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❞✉❡ t♦ ♠✉❧t✐♣❧❡ tr❛♥s♠✐s✲

s✐♦♥s t♦ s❡t ✉♣ t❤❡ ❝♦♥s❡♥s✉s ❣r❛♣❤✱ ✐♥ ♦✉r ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ st❛t❡ ✉♣❞❛t❡ ❞♦❡s ♥♦t

♦❝❝✉r ❛t ❡✈❡r② t✐♠❡ s❧♦t✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t ❡❛❝❤ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♣❤❛s❡ ✐s

❝♦♠♣❧❡t❡❞ ✐♥ T t✐♠❡ s❧♦ts✱ t❤❡ kth ✉♣❞❛t❡ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s

x(kT + T ) = (I − hL)x(kT ). ✭✹✮

❚❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ✜♥✐t❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ t✐♠❡✱ ♣♦ss✐❜❧② ❞✉❡ t♦ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡✱

✐s t♦ s❧♦✇ ❞♦✇♥ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡✳

❲❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠✿ ●✐✈❡♥ ❛ s❡t ♦❢ ♥♦❞❡s ❛t ❦♥♦✇♥

❧♦❝❛t✐♦♥s✱ ✇❤❛t ✐s t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ tr❛♥s♠✐t ♣♦✇❡r ♦♥ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡

✺



r❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s❡♥s✉s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❤❡♥ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧✲❛❝❝❡ss ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❛❝❝♦✉♥ts ❢♦r

✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡❄ ■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱ ✇❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s❡♥s✉s

❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ▼❆❈ ♣r♦t♦❝♦❧ t❤❛t ♠✐♥✐♠✐③❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t✐♠❡

s❧♦ts ♥❡❡❞❡❞ ❢♦r ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❢♦r♠ ❛ ❞❡s✐r❡❞ ❝♦♥s❡♥s✉s ❣r❛♣❤ G
✭t❤✉s ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ✉♣❞❛t❡ r❛t❡✮✳ ❲❡ ❛♥❛❧②③❡ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r t✇♦ ♣❤②s✐❝❛❧

❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡s ♦♥ ❛ t♦r✉s✿

✶✳ ❆ r❡❣✉❧❛r ❣r✐❞ ♦❢ s❡♥s♦r ♥♦❞❡s✳

✷✳ ❆ r❡❣✉❧❛r ❣r✐❞ ♦❢ ♥♦❞❡s t❤❛t ❢♦r♠ ❛ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦ ❢♦r s❡♥s♦r

♥♦❞❡s t❤❛t ❛r❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛s ❛ ❜✐♥♦♠✐❛❧ ♣♦✐♥t ♣r♦❝❡ss✳

❚❤❡ tr❛♥s♠✐t ♣♦✇❡r ❛t ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡s ✐ts ♥❡✐❣❤❜♦rs ✐♥ t❤❡ ❝♦♥s❡♥s✉s

❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ❝❤♦s❡♥ ❢♦r ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ tr❛❝t❛❜✐❧✐t②✱

❛♥❞ ♦✉r ❛♥❛❧②s✐s ❜❡❝♦♠❡s ❛❝❝✉r❛t❡ ❛s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦❞❡s ❜❡❝♦♠❡s ❧❛r❣❡✳ ❲❡

❛ss✉♠❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

• ❲❡ ❛ss✉♠❡ ❡q✉❛❧ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♣♦✇❡r ❢♦r ❛❧❧ ♥♦❞❡s✳

• ❲❡ ❧✐♠✐t t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♣♦❧✐❝② t♦ ❜❡ t✐♠❡✲✐♥✈❛r✐❛♥t✳

• ❆t t❤❡ t✐♠❡ ♦❢ ❛♥ ✉♣❞❛t❡ ♦❢ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡s✱ ✇❡ r❡q✉✐r❡ t❤❛t t❤❡

❡✛❡❝t✐✈❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❣r❛♣❤ ❜❡ ✉♥❞✐r❡❝t❡❞✱ ✐✳❡✳✱ ❢♦r ❛♥② t✇♦ ♥♦❞❡s i, j

✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✱ j ∈ Ni ⇔ i ∈ Nj ✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s ✐s s❧✐❣❤t❧② str♦♥❣❡r

t❤❛♥ t❤❡ ♥❡❝❡ss❛r② ❛♥❞ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡

❝♦♥s❡♥s✉s ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛t t❤❡ ❣r❛♣❤ ❜❡ ❜❛❧❛♥❝❡❞ ❬✶✹❪✳

• ❲❡ ❞♦ ♥♦t ❛ss✉♠❡ ❡①♣❧✐❝✐t r♦✉t✐♥❣ ♦❢ ✈❛❧✉❡s t❤r♦✉❣❤ ♥♦❞❡s s✐♥❝❡ t❤❡ ❝♦♥✲

s❡♥s✉s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐ts❡❧❢ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡s ✐♠♣❧✐❝✐t r♦✉t✐♥❣ ❛♥❞ ✐♥✲♥❡t✇♦r❦ ❝♦♠✲

♣✉t❛t✐♦♥✳

• ❲❡ ❛ss✉♠❡ ❤❛❧❢✲❞✉♣❧❡① ♦♣❡r❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❢✉rt❤❡r ❛ss✉♠❡ t❤❛t ♣❛❝❦❡ts t❤❛t

s✉✛❡r ❝♦❧❧✐s✐♦♥s ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❞❡❝♦❞❡❞✳

❯♥❞❡r t❤❡s❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✱ ✇❡ ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ s❤♦✇ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡s✉❧ts✿

• ❲❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❢♦r t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ▼❆❈ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣

♣r♦t♦❝♦❧ ❢♦r t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❝♦♥s❡♥s✉s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r t♦r✐ ✐♥ n ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳

• ❲❡ s❤♦✇ t❤❛t ♥❡t✇♦r❦ ❣❡♦♠❡tr② ♣❧❛②s ❛ ❦❡② r♦❧❡ ✐♥ ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ t❤❡ ♦♣t✐✲

♠✉♠ ♣♦✇❡r ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ t❤❛t ♠❛①✐♠✐③❡s t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳ ■♥ ♣❛r✲

t✐❝✉❧❛r✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡ ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♣♦✇❡r

✐♥ ✶✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ t♦r✐✱ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ✐s tr✉❡ ✐♥ ❤✐❣❤❡r ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳

✻



• ■♥ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ♥❡t✇♦r❦s✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ♥♦❞❡s ❝❛♥

❛❧✇❛②s ❛❝❤✐❡✈❡ ❝♦♥s❡♥s✉s ❢♦r ❝❡rt❛✐♥ s❝❛❧✐♥❣s ♦❢ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ♥♦❞❡ ❞❡♥s✐t②✳

■♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❜❡❣✐♥ ❜② st✉❞②✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ▼❆❈

♣r♦t♦❝♦❧s t❤❛t ♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❝♦♥s❡♥s✉s ❣r❛♣❤ G✳
❲❡ ❜❡❣✐♥ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♥♦❞❡s ♣❧❛❝❡❞ ♦♥ ❛ r❡❣✉❧❛r ❣r✐❞ ✇✐t❤ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❜♦✉♥❞❛r②

❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳

✸ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ ❛ ❘✐♥❣ ❛♥❞ ❛ ✷❉ ❚♦r✉s

✸✳✶ ❚❤❡ ✶✲❉ ❈❛s❡✿ ◆♦❞❡s ♦♥ ❛ ❘✐♥❣

❈♦♥s✐❞❡r n ♥♦❞❡s ♥✉♠❜❡r❡❞ {0, 1, . . . n−1} ♣❧❛❝❡❞ ✉♥✐❢♦r♠❧② ♦♥ ❛ ❝✐r❝❧❡ ♦❢ r❛❞✐✉s

r ❝❡♥t❡r❡❞ ❛t t❤❡ ♦r✐❣✐♥✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥

♣♦✇❡r ✐s s✉❝❤ t❤❛t ❡✈❡r② ♥♦❞❡ ❝❛♥ tr❛♥s♠✐t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ m ♦❢ ✐ts ♥❡❛r❡st

♥❡✐❣❤❜♦rs ♦♥ ❡✐t❤❡r s✐❞❡✳ ❆s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✱ m = 1✳ ❉❡✜♥❡ Pm✱

m ≤ ⌊n
2 ⌋ ❛s t❤❡ tr❛♥s♠✐t ♣♦✇❡r t❤❛t ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ r❛❞✐✉s rc =

2r sin
(

mπ
n

)

✳ ❍❡♥❝❡

Pm ∝
(

2r sin
(mπ

n

))α

, ✭✺✮

✇❤❡r❡ α ≥ 2 ✐s t❤❡ ♣❛t❤✲❧♦ss ❡①♣♦♥❡♥t✳ ❆s st❛t❡❞ ❛❜♦✈❡✱ ❢♦r s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ✇❡ ✇✐❧❧

❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ r❛❞✐✉s ri = rc✳

❲❡ ♥♦t❡ ❤❡r❡ t❤❛t ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❣❡♦♠❡tr② ♦❢ ♥♦❞❡
♣❧❛❝❡♠❡♥t ✐s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ n ♥♦❞❡s ♣❧❛❝❡❞ ♦♥ ❛ r❡❣✉❧❛r ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ t♦r✉s
[0, 1] ✭❤❡r❡❛❢t❡r ❝❛❧❧❡❞ ❛ ✏✶✲t♦r✉s✑ ♦r T1(n)✮✳ ❚❤✐s ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ✐s ✉s❡❢✉❧ ✐♥ ❝♦♥✲
♥❡❝t✐♥❣ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts ✇✐t❤ t❤♦s❡ ❢♦r ❤✐❣❤❡r ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ t♦r✐✱ t❤❛t ❛r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞
❧❛t❡r✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ✐❢ ❝❤♦♦s❡ t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜rst ♥♦❞❡ ❛s t❤❡ ♦r✐❣✐♥✱ t❤❡
♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❤❡ kth ♥♦❞❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② k

n , 0 ≤ k ≤ n − 1✱ ✇✐t❤ ❛ ♣❡r✐♦❞✐❝
❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ■♥ t❤✐s ❣❡♦♠❡tr②✱ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r Pm ✇♦✉❧❞ ❛♣♣❡❛r ❛s
Pm ∝

(

m
n

)α
✳

■❢ t❤❡ ✇✐r❡❧❡ss ❝❤❛♥♥❡❧ ❝♦✉❧❞ s✉♣♣♦rt s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s ❜② ❡✈❡r②

♥♦❞❡✱ t❤❡ s②st❡♠ ✇♦✉❧❞ ❡✈♦❧✈❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✭✷✮✱ ✇✐t❤ I − hL ❜❡✐♥❣ ❛♥ n × n

❝✐r❝✉❧❛♥t ♠❛tr✐① ✇✐t❤ t❤❡ ✜rst r♦✇ ❣✐✈❡♥ ❜②

[ 1− 2mh 1
∗
m 0 0 · · · 0 1

∗
m ], ✭✻✮

✇❤❡r❡

1
∗
m =

[

1 1 · · · 1
]

1×m
. ✭✼✮

✼



❋✐❣✉r❡ ✶✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ♦❢ ♥♦❞❡s ♣❧❛❝❡❞ ❛❧♦♥❣ ❛ r✐♥❣✳

❋♦r ❢✉t✉r❡ r❡❢❡r❡♥❝❡✱ ❞❡♥♦t❡ ❜② G1,m✱ L1,m ❛♥❞ F1,m t❤❡ ❝♦♥s❡♥s✉s ❣r❛♣❤✱ t❤❡

▲❛♣❧❛❝✐❛♥ ❛♥❞ t❤❡ ✉♣❞❛t❡ ♠❛tr✐① r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❢♦r s✉❝❤ ❛ s✐t✉❛t✐♦♥✳ ●✐✈❡♥ t❤❡

♥♦❞❡s ♣❧❛❝❡❞ ♦♥ ❛ r✐♥❣✱ G1,m ✐s t❤❡ ❝♦♥s❡♥s✉s ❣r❛♣❤ ✇✐t❤ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ❝♦♥♥❡❝✲

t✐✈✐t② t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❢♦r♠❡❞ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ Pm✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ t❤❡ ❢❛st❡st

❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳ ❚❤❡ ▼❆❈ ♣r♦t♦❝♦❧ t❤❛t ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❣✉❛r❛♥t❡❡s t❤❛t t❤❡ s②st❡♠

❡✈♦❧✈❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤✐s ♠❛tr✐①✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♣❤❛s❡ ♦❝❝✉rs

♦✈❡r ♠✉❧t✐♣❧❡ st❡♣s✳

✸✳✶✳✶ ❈❤❛r❛❝t❡r✐③✐♥❣ t❤❡ ❚✐♠❡ ❢♦r t❤❡ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ P❤❛s❡

❲❡ ❜❡❣✐♥ ❜② ❜♦✉♥❞✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t✐♠❡ s❧♦ts r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❢♦r♠ G1,m✳ ❉❡✲

♥♦t❡ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ♥✉♠❜❡r ♦❢ t✐♠❡ s❧♦ts ✉s❡❞ t♦ ❢♦r♠ G1,m ❜② T ∗
1 (m)✱ ♦r ♠♦r❡

❝♦♠♣❛❝t❧②✱ ❛s T ∗
1 ✳ ❆❧s♦ ❞❡♥♦t❡ ❜② P∗(m) t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❚❉▼❆ ♣r♦t♦❝♦❧ t❤❛t

❢♦r♠s t❤❡ ❣r❛♣❤ G1,m ✐♥ T ∗
1 ♥✉♠❜❡r ♦❢ st❡♣s✳ ❖❜s❡r✈❡ t❤❛t ❢♦r ❛❧❧ m1 ≤ m2✱

G1,m1
⊆ G1,m2

✳ ❚❤❡♥ G1,m ❝❛♥ ❛❧✇❛②s ❜❡ ❢♦r♠❡❞ ✐♥ ❛t ♠♦st T ∗
1 (m1) ≤ T ∗

1 (m2)

s❧♦ts✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t m1 ≤ m2 =⇒ T ∗
1 (m1) ≤ T ∗

1 (m2)✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱

✇❡ s❛② ❛ ❧✐♥❦ ✐s ❢♦r♠❡❞ ❢r♦♠ ♥♦❞❡ v t♦ ♥♦❞❡ u ✇❤❡♥❡✈❡r t❤❡ ♠❡ss❛❣❡ ❢r♦♠ v

✐s s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ❞❡❝♦❞❡❞ ❛t u✳ ❙✐♥❝❡ G1,m ✐s ✉♥❞✐r❡❝t❡❞ ❛♥❞ ❜❛❧❛♥❝❡❞✱ ❛♥ ❡❞❣❡

e ∈ E1,m ❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ v ❛♥❞ u ✐s ❢♦r♠❡❞ ✐✛ ❜♦t❤ v ❛♥❞ u ❢♦r♠ ❧✐♥❦s ✇✐t❤ ❡❛❝❤

♦t❤❡r✳

▲❡♠♠❛ ✶✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ s❡t✲✉♣ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦♥s❡♥s✉s ❣r❛♣❤

G1,m ✐s t♦ ❜❡ ❢♦r♠❡❞ ✐♥ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ♥✉♠❜❡r ♦❢ t✐♠❡ s❧♦ts✳ ❚❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❚❉▼❆

♣r♦t♦❝♦❧ ❢♦r♠s G1,m ✐♥ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t✐♠❡ s❧♦ts T ∗
1 ✇❤❡r❡

2m + 1 ≤ T ∗
1 (m) ≤ 4m + 1. ✭✽✮

✽



Pr♦♦❢✳ ❙✉♣♣♦s❡ G1,m ✐s ❢♦r♠❡❞ ✐♥ T t✐♠❡ s❧♦ts✳ ❊❛❝❤ ♥♦❞❡ ✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ m

♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦✉rs ♦♥ ❡✐t❤❡r s✐❞❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ♥♦❞❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ G1,m ✐s 2m✳ ❙✉♣♣♦s❡

Nt ❧✐♥❦s ✐♥ G1,m ❛r❡ ❢♦r♠❡❞ ✐♥ t✐♠❡ s❧♦t t✳ ●✐✈❡♥ t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ ❛r❡ 4mn ❧✐♥❦s

✐♥ t❤❡ ❣r❛♣❤✱
T
∑

t=1

Nt = 4mn. ✭✾✮

◆♦✇ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t K(t) ♥♦❞❡s {vi1 , vi2 , . . . , viK(t)
} tr❛♥s♠✐t ✐♥ t✐♠❡ s❧♦t t✳

▲❡t t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ♣♦✇❡r ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥s ❜❡ {Pl1 , Pl2 , . . . , PlK(t)
}✳ ❈❧❡❛r❧②✱ t❤❡ ♣♦✇❡r

❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ s❛t✐s✜❡s P1 ≤ Plk < P⌊n
2 ⌋ ❢♦r k = 1, 2, . . . K(t)✳

❆ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ♣♦✇❡r ❛❧❧♦❝❛t❡❞ t♦ ♥♦❞❡ vik
❛❧❧♦✇s ✐t t♦ ❜r♦❛❞❝❛st ✐ts ♠❡s✲

s❛❣❡ t♦ ❛t ♠♦st t❤❡ lk ♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦rs ♦♥ ❡✐t❤❡r s✐❞❡✱ ♦r ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧② ❢♦r♠ ❛t

♠♦st 2lk ❧✐♥❦s✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡r❡ ❛r❡ ❛t ♠♦st 2m ♦❢ t❤❡s❡ ❧✐♥❦s ❛r❡ ♣❛rt ♦❢ G1,m✱

Nt ≤ 2

K(t)
∑

k=1

min (m, lk) ≤ 2mK(t), ✭✶✵✮

✇❤❡r❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❝❤♦♦s✐♥❣ min(m, lk) = m ❢♦r ❛❧❧

tr❛♥s♠✐tt✐♥❣ ♥♦❞❡s✳ ❚♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ T ✐♥ ✭✾✮✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ Nt ❢♦r ❛❧❧ t✳

❖❜s❡r✈❡ t❤❛t ❛♥② tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ t♦ ❛ ♥❡✐❣❤❜♦r ❜❡②♦♥❞ t❤❡ m ♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦rs

❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ t❤❡ ❣r❛♣❤ G1,m❀ t❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ❝❤♦♦s✐♥❣ lk = m ✐s

s✉✣❝✐❡♥t✳ ❚❤✐s ❛r❣✉♠❡♥t ❤♦❧❞s ❢♦r ❛♥② ♦❢ t❤❡ K(t) tr❛♥s♠✐tt❡rs✳ ❍❡♥❝❡ ❡❛❝❤

♦♥ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt✐♥❣ ♥♦❞❡s s❤♦✉❧❞ ❢♦r♠ m ❧✐♥❦s ♦♥ ❡✐t❤❡r s✐❞❡✱ ♦r ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧②

tr❛♥s♠✐t ✇✐t❤ ♣♦✇❡r Pm✳

◆♦✇ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♣r♦t♦❝♦❧ s❡❧❡❝ts {vi1 , vi2 , . . . , viK(t)
} ❢♦r ❛❧❧ t ✇❤✐❧❡

♠❡❡t✐♥❣ t❤✐s ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞✱ ❛♥❞ ❡♥s✉r✐♥❣ t❤❛t T ✐s ♠✐♥✐♠✐③❡❞✳ ❆s ♥♦t❡❞ ❛❜♦✈❡✱

t❤✐s ♠✐♥✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡ ♦❢ T ❤❛s ❜❡❡♥ ❝❛❧❧❡❞ T ∗
1 ✳

❙✐♥❝❡ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♣r♦t♦❝♦❧ ❧❡❛❞s t♦ ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ tr❛♥s♠✐tt✐♥❣ t♦ m−♥❡❛r❡st
♥❡✐❣❤❜♦rs ✇❤❡♥❡✈❡r ✐t ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t❡s✱ ❢♦r ❡✈❡r② 2m + 1 ❛❞❥❛❝❡♥t ♥♦❞❡s✱ ♦♥❧②

♦♥❡ ♥♦❞❡ ❝❛♥ tr❛♥s♠✐t ✐♥ ❛♥② s❧♦t t♦ ❛✈♦✐❞ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ ❛ ❚❉▼❆

s❝❤❡❞✉❧❡ ❝❛♥♥♦t ❤❛✈❡ ❢❡✇❡r t❤❛♥ 2m + 1 s❧♦ts✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ T ∗
1 ≥ 2m + 1✳

❉❡♥♦t❡ t❤✐s ✐♥t❡r✈❛❧ ♦❢ 2m + 1 ♥♦❞❡s ❛s t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ✐♥t❡r✈❛❧ ♦❢ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧

♥♦❞❡✱ ✇✐t❤ m ♥♦❞❡s ♦♥ ❡❛❝❤ s✐❞❡ t❤❛t ✐t ❢♦r♠s ❛ ❧✐♥❦ ✇✐t❤ ❞✉r✐♥❣ t❤❛t t✐♠❡ s❧♦t✳

❆♥ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ♦♥ T ∗
1 ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❛ ♣❛rt✐❝✲

✉❧❛r ❚❉▼❆ s❝❤❡❞✉❧❡✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛ ♣r♦t♦❝♦❧ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❡❛❝❤ tr❛♥s♠✐tt❡r ✐s ❛❧❧♦❝❛t❡❞

♣♦✇❡r Pm✳ ❉✉❡ t♦ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❝♦♥str❛✐♥ts✱ ♥♦ t✇♦ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ✐♥t❡r✈❛❧s ❝❛♥

t♦✉❝❤ ♦✈❡r❧❛♣ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ●✐✈❡♥ t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ ❛ t♦t❛❧ ♦❢ n ♥♦❞❡s ✉♥✐❢♦r♠❧②

♣❧❛❝❡❞ ♦♥ ❛ r✐♥❣✱ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❧❧♦✇❡❞ tr❛♥s♠✐tt❡rs ✐♥ ❛♥② t✐♠❡ st❡♣

✾



✐s

Kmax = ⌊ n

2m + 1
⌋. ✭✶✶✮

❚❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ s❝❤❡❞✉❧❡ ❢♦r t❤✐s ▼❆❈ ♣r♦t♦❝♦❧ ✐s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❈♦♥s✐❞❡r t✐♠❡

s❧♦t ✶✳ ❙✉♣♣♦s❡ s♦♠❡ ♥♦❞❡ v ∈ V tr❛♥s♠✐ts ❛t Pm✳ ❲❡ r❡q✉✐r❡ t❤❛t ❛❧❧ ♥♦❞❡s

(2m + 1) ♥♦❞❡s ❛♣❛rt s❤♦✉❧❞ tr❛♥s♠✐t ❛s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡ ❤❛❧❢✲❞✉♣❧❡① ❛♥❞ ✐♥t❡r✲

❢❡r❡♥❝❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛r❡ s❛t✐s✜❡❞✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s

tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡ ✐s ⌊ n
2m+1⌋✱ ✐♥ 2m + 1 t✐♠❡ s❧♦ts✱ (2m + 1)⌊ n

2m+1⌋ ♥♦❞❡s
❝❛♥ tr❛♥s♠✐t✳ ❆❢t❡r 2m + 1 t✐♠❡ s❧♦ts✱

n− (2m + 1)⌊ n

2m + 1
⌋ = r❡♠(n, 2m + 1) ≤ 2m ✭✶✷✮

♥♦❞❡s ✇✐❧❧ ♥♦t ❤❛✈❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ✇✐t❤ t❤✐s ♣r♦t♦❝♦❧✳ ❙♦ t❤✐s s❝❤❡❞✉❧❡ ❢♦r♠s G1,m

✐♥ Tu = (2m + 1) + rem(n, 2m + 1) ≤ 4m + 1✳ ❍❡♥❝❡ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ T ∗
1 ≤ Tu ≤

4m + 1.

❲❡ ❤❛✈❡ t❤✉s ❜♦✉♥❞❡❞ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ s❤♦rt❡st ❚❉▼❆ s❝❤❡❞✉❧❡ t❤❛t ❢♦r♠s

t❤❡ ❝♦♥s❡♥s✉s ❣r❛♣❤ G1,m✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❜♦✉♥❞❡❞ t❤❡ s♠❛❧❧❡st t✐♠❡

T ✐♥ t❤❡ ✉♣❞❛t❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✹✮✳

✸✳✶✳✷ ❇♦✉♥❞✐♥❣ t❤❡ ❘❛t❡ ♦❢ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡

❚♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ ❢❛st❡st ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ G1,m ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ✉s❡

t❤❡ ❛❜♦✈❡ r❡s✉❧t ✐♥ ❝♦♥❥✉❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ G1,m✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡

♣r❡s❡♥t❡❞ ❜❡❧♦✇✳

❚❤❡♦r❡♠ ✷✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ s❡t✲✉♣ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡✳ ■❢ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧

❚❉▼❆ ♣r♦t♦❝♦❧ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❝♦♥str✉❝t G1,m ❢♦r ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❡rr♦r ✈❡❝t♦r

ǫ(k) = x(k) − 1nxav ❝♦♥✈❡r❣❡s ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧❧② t♦ ③❡r♦ ✇✐t❤ t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ❞❡❝❛② β

❜♦✉♥❞❡❞ ❛s

ρ
1

2m+1

1 ≤ β ≤ ρ
1

4m+1

1 ✭✶✸✮

✇❤❡r❡

ρ1 = 1− h(2m + 1) + hS
(m,n)
1 ✭✶✹✮

S(m,n)
p =

sin( (2m+1)πp
n )

sin(πp
n )

, p = 0, 1, . . . n− 1.

Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ ❝♦♥s❡♥s✉s ❣r❛♣❤ ❛t ❡❛❝❤ ✉♣❞❛t❡ st❡♣ ✐s ❜❛❧❛♥❝❡❞ ❛♥❞ ❝♦♥♥❡❝t❡❞✳

✶✵



❚❤✉s✱ t❤❡ ♥♦❞❡ ✈❛❧✉❡s ❝♦♥✈❡r❣❡ t♦ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ t❤❡✐r ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡s ✇✐t❤ t❤❡

❞❡❝❛② r❛t❡ ❛s t❤❡ ♠♦❞✉❧✉s ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❧❛r❣❡st ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ♦❢ F1,m ❬✶✹❪✳ ❉❡♥♦t❡

e−j 2πk
n ❜② Wk,n✳ ❙✐♥❝❡ F1,m ✐s ❝✐r❝✉❧❛♥t✱ ✐ts kth ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ρk ✐s

ρk = 1− 2mh + h

m
∑

l=1

(Wk,n + W−k,n)

= 1− (2m + 1)h + 2h

m
∑

l=0

cos

(

2πkl

n

)

= 1− (2m + 1)h + hS
(m,n)
k , k = 0, . . . , n− 1. ✭✶✺✮

■t ✐s ❡❛s② t♦ s❡❡ ρ0 = 1✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❧❛r❣❡st ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ρ1 =

ρn−1 < 1✱ ✇❤❡r❡ ρ1 ✇❛s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✶✹✮✳ ❋r♦♠ ▲❡♠♠❛ ✶✱ 2m+1 ≤ T ∗
1 ≤ 4m+1✳

❚❤✉s t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡ ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❛s

ρ
1

2m+1

1 ≤ β ≤ ρ
1

4m+1

1 . ✭✶✻✮

❘❡♠❛r❦s

❋✐❣✉r❡ ✷✿ ❱❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡ ✇✐t❤ t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♣♦✇❡r ❢♦r ❛
r✐♥❣ ♦❢ n = 31 ♥♦❞❡s✳

✶✳ ❋♦r ❛♥② ❣✐✈❡♥ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♣♦✇❡r Pm✱ ✇❡ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ▼❆❈ ❝♦♥str❛✐♥ts

r❡❞✉❝❡ t❤❡ r❛t❡ ❜② ❛ ❢❛❝t♦r ♦❢ T ✇❤❡r❡ 2m + 1 ≤ T ≤ 4m + 1✳

✶✶



✷✳ ❚❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✐s ❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ m✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ✐♥

Pm✳ ❆♥ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❢❛❝t ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳ ❋♦r t❤❡ ♣✉r♣♦s❡

♦❢ t❤❡ ♣❧♦t✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❡ t✐♠❡ t❛❦❡♥ ❢♦r t❤❡ ❡rr♦r ♥♦r♠ t♦ ❜❡❝♦♠❡ ❤❛❧❢✱

t❡r♠❡❞ t❤❡ ✏❤❛❧❢✲✈❛❧✉❡ ♣❡r✐♦❞✑✱ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♣♦✇❡r ❢♦r ✸✶

♥♦❞❡s ❛rr❛♥❣❡❞ r❡❣✉❧❛r❧② ♦♥ ❛ r✐♥❣ ♦❢ r❛❞✐✉s ✶ ✉♥✐t✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❛ss✉♠❡❞

α = 2✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥st❛♥t ♦❢ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧✐t② ✐♥ ✭✺✮ t♦ ❜❡ ✉♥✐t②✳ ❋♦r ❡❛❝❤

Pm✱ ✇❡ ❝❤♦s❡ h ∝ 1
2m+1 ✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ s♦♠❡✇❤❛t ❝♦✉♥t❡r✲✐♥t✉✐t✐✈❡ s✐♥❝❡

t❤❡ r❛t❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ❞✉❡ t♦ ❛ ❧❛r❣❡r ♥✉♠❜❡r ♦❢ st❡♣s ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥

♣❤❛s❡ ✐s ❛❧✇❛②s ❝♦♠♣❡♥s❛t❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ r❛t❡ ❞✉❡ t♦ ❤✐❣❤❡r ❝♦♥♥❡❝✲

t✐✈✐t②✳ ❚❤❛t ❢♦r♠✐♥❣ ❧♦♥❣ r❛♥❣❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❧✐♥❦s ✇♦✉❧❞ ❧❡❛❞ t♦ ❢❛st❡r

❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡✈❡♥ ✐♥ ♥❡t✇♦r❦s ✇✐t❤ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ✇❛s ♥♦t ❡✈✐❞❡♥t ❛ ♣r✐♦r✐✳

✸✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♣♦✇❡r ❛r❡ t❤❡ ♠♦st ♣r♦♠✐♥❡♥t ❛t

s♠❛❧❧ Pm✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❛❣❛✐♥ ❜❡ s❡❡♥ ❢r♦♠ ❋✐❣✉r❡ ✷✳ ■❢ θ = pπ/n ❛♥❞ p≪ n✱

sin θ ≈ θ − θ3/3. ✭✶✼✮

❲❡ ✉s❡ ✭✶✼✮ t♦ ❡①♣r❡ss t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ❣❛♣ ❙● , 1− ρ
1
T
1 ✇❤❡♥ m≪ n ❛s

❙● = 1−
(

1− h(2m + 1) + h
sin ✭ (2m+1)π

n ✮

sin ✭π
n ✮

)
1
T

≈ ηmh(m + 1)(2m + 1)T−1n−2.

✇❤❡r❡ η , 4π2

3 . ❙✐♥❝❡ h ∝ 1
2m+1 ❛♥❞ T = Θ(m) ❢♦r t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s❝❤❡❞✉❧❡✱

t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ❣❛♣ s❝❛❧❡s ❛s m
n2 ✳

✸✳✶✳✸ ◆♦❞❡s ♦♥ ❛ ❚✇♦✲❉✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❚♦r✉s

❲❡ ♥♦✇ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡ ♦✉r r❡s✉❧ts t♦ ❤✐❣❤❡r ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ t♦r✐✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛ s❡t Td(n)

♦❢ n = ld r❡❣✉❧❛r❧② s♣❛❝❡❞ ♣♦✐♥ts ♦♥ ❛ d−❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ t♦r✉s ❧♦❝❛t❡❞ ❛t [0, 1]d✳

❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ✇❤❡♥ d = 2 ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳ ❈❤♦♦s❡ ❛ ♥♦❞❡ ❛s t❤❡ ♦r✐❣✐♥✱

❛♥❞ ❧❛❜❡❧ ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ ✉s✐♥❣ ✐ts ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❛❧♦♥❣ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ d ❛①❡s ✭r❡❢❡rr❡❞

t♦ ❛s t❤❡ d ❛①✐❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ t♦r✉s ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✮✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥ ❋✐❣✉r❡

✸✱ n = 9 ❛♥❞ t❤❡ ♥♦❞❡ (1, 1) ✐s ❧♦❝❛t❡❞ ❛t r11 ≡ r(1,1) ,
(

1
3 , 1

3

)

✳ ❆♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡

✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ t♦r♦✐❞❛❧ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ✐♥ t❤❡ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝❛s❡ ✐s s❤♦✇♥

✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳ ❇♦t❤ t❤❡s❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥s ②✐❡❧❞ s✐♠✐❧❛r r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t✐♥❣ ❝❛s❡

♦❢ ❛ ❧❛r❣❡ t♦r✉s ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❝❛s❡ ❧♦❝❛❧ ❞✐st❛♥❝❡s ❛r❡ ♥♦t s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❛✛❡❝t❡❞ ❜②

t❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ❢♦r♠❡r ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✳

✶✷



❋✐❣✉r❡ ✸✿ ❚❤❡ t♦r♦✐❞❛❧ ❧❛tt✐❝❡ T2(9)✳ ❈♦❧♦r❡❞ ♥♦❞❡s ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤♦s❡ ♣❤②s✐❝❛❧❧②
♣❧❛❝❡❞ ✐♥ [0, 1]2✳ ◆♦❞❡ (0, 0) r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♥♦❞❡ ❛t t❤❡ ♦r✐❣✐♥✱ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡
❝♦❧♦r❡❞ ♥♦❞❡s (i, j) ❜❡✐♥❣ ♣❧❛❝❡❞ ❛t (i/3, j/3)✳ ◆♦❞❡s t❤❛t ❧❡❢t ✉♥✜❧❧❡❞ ❛r❡ t❤❡
✐♠❛❣❡ ♥♦❞❡s t❤❛t ❛r✐s❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳

❙✉♣♣♦s❡ ❛❧❧ ♥♦❞❡s ♦♥ ❛ t♦r✉s Td(n) ♣❛rt✐❝✐♣❛t❡ ✐♥ ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ ❝♦♥s❡♥s✉s ❛❧❣♦✲

r✐t❤♠ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ ✭✷✮ ✇✐t❤ ❛ ♣♦✇❡r ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ Pm ♣❡r ♥♦❞❡✳ ❆s ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥

t♦ t❤❡ ✶✲❉ ❝❛s❡✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ✇✐t❤ ♣♦✇❡r Pm✱ t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ r❡❛❝❤❛❜❧❡ ♥♦❞❡s

✇✐❧❧ ❧✐❡ ✐♥ ❛ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ s♣❤❡r❡ ♦❢ r❛❞✐✉s m
n1/d ✭m < ⌊ l

2⌋✮ ❝❡♥t❡r❡❞ ❛t t❤❡

tr❛♥s♠✐tt❡r✳ ❲❡ ♥♦✇ ❤❛✈❡ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❝♦♥s❡♥s✉s ❣r❛♣❤ Gd,m = (V, Ed,m) ✇❤❡r❡

t❤❡ ✈❡rt❡① s❡t

V = {0, 1, . . . , l − 1}d, ✭✶✽✮

✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ ♣♦✐♥ts ✐♥ T2(n)✳ ❚❤❡ ❡❞❣❡ s❡t Ed,m ✐s ❢♦r♠❡❞ ❜② ❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ ❡✈❡r②

♥♦❞❡ t♦ ❛❧❧ ♥♦❞❡s ♦♥ t❤❡ t♦r✉s t❤❛t ❛r❡ ✇✐t❤✐♥ ✐ts ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ s♣❤❡r❡✿

Ed,m = {{v, u} ∈ V2 : v 6= u, ℓ2(rv, ru) ≤ m

n1/d
}, ✭✶✾✮

✇❤❡r❡ ℓ2(x, y) ✐s t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ♥♦r♠ ❜❡t✇❡❡♥ x ❛♥❞ y✳

■♥ ❦❡❡♣✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢♦r t❤❡ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝❛s❡✱ ✇❡

✇✐❧❧ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥ ❛♥❞ t❤❡ ✉♣❞❛t❡ ♠❛tr✐① ❢♦r Gd,m ❜② Ld,m ❛♥❞ Fd,m ,

I − hLd,m r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❆ss✉♠✐♥❣ ❛s ❜❡❢♦r❡ t❤❛t ❡❛❝❤ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♦❝❝✉♣✐❡s

♦♥❡ t✐♠❡ s❧♦t✱ ✇❡ ♥♦✇ st✉❞② t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ▼❆❈

♣r♦t♦❝♦❧ t❤❛t ✇✐❧❧ ❢♦r♠ Gd,m ✐♥ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ♥✉♠❜❡r ♦❢ t✐♠❡ s❧♦ts✳ ■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱

✇❡ s❡t d = 2❀ t❤❡ r❡s✉❧ts ❝❛♥ ❜❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ t♦ t♦r✐ ♦❢ ❤✐❣❤❡r ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳

❯s✐♥❣ s✐♠✐❧❛r ❛r❣✉♠❡♥ts ❛s ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✳✶✱ ✇❡ ❝❛♥ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧

❚❉▼❆ ♣r♦t♦❝♦❧ ❛ss✐❣♥s ❛ ♣♦✇❡r Pm t♦ ❡❛❝❤ ❝❤♦s❡♥ tr❛♥s♠✐tt✐♥❣ ♥♦❞❡ i ✐♥ ❛♥②

✶✸



t✐♠❡ s❧♦t✳ ❖❜s❡r✈❡ t❤❛t ❛t ♠♦st ♦♥❡ ♥♦❞❡ ❝❛♥ tr❛♥s♠✐t ✐♥ ❛ t✐♠❡ s❧♦t ✐♥s✐❞❡

t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❝❝✉♣✐❡❞ ❜② ♦♥❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ s♣❤❡r❡✳ ❉❡♥♦t❡ ❜② T ∗
2 (m)✱ ♦r ♠♦r❡

❝♦♠♣❛❝t❧② ❜② T ∗
2 t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t✐♠❡ s❧♦ts r❡q✉✐r❡❞ ❜② ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ s❝❤❡❞✉❧❡ t♦

❝♦♥str✉❝t G2,m✳ ❚❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ▼❆❈ s❝❤❡❞✉❧❡ ♣❧❛❝❡s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r N∗
2 (t)

♦❢ ♥♦♥✲✐♥t❡rs❡❝t✐♥❣ s♣❤❡r❡s ♦♥ t❤❡ t♦r✉s ✐♥ ❡✈❡r② t✐♠❡ s❧♦t t = 1, 2, · · · , T ∗
2 ✳

◆♦t❡ t❤❛t ✐♥❝r❡❛s❡❞ ♥❡t✇♦r❦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t② ♣❧❛②s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t r♦❧❡ ✐♥ ✜♥❞✲

✐♥❣ N∗
2 ✭❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ T ∗

2 ✮✳ ❚❤✐s ♠❛❦❡s t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧② ✜♥❞✐♥❣

T ∗
2 ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧✳ ❚❤✐s ❡✛❡❝t ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺ ❢♦r ❛ ✷✲t♦r✉s ♦❢ n = 25

♥♦❞❡s ❛♥❞ m = 1✳ ❚❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡rs ❛r❡ ❝❤♦s❡♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❡♥t✐r❡ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧

❧❛tt✐❝❡✳ ❲✐t❤ ♣♦✇❡r P1✱ ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ ❝❛♥ r❡❛❝❤ ✐ts ✹ ♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦rs ❛s s❤♦✇♥✱

✇✐t❤ ✺ ♥♦❞❡s ✐♥ ❡❛❝❤ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ s♣❤❡r❡✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡r❡ ❝❛♥ ❜❡ ❛t ♠♦st ♦♥❡

tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ t❤✐s s♣❤❡r❡✱ ❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥s❡♥s✉s ❣r❛♣❤ G2,1 r❡q✉✐r❡s ❛t

❧❡❛st 4 + 1 = 5 s❧♦ts✳ ❋✐❣✉r❡ ✺ s❤♦✇s t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ tr❛♥s♠✐tt✐♥❣ s❡t ✐♥ t❤❡ ✜rst

t✐♠❡ s❧♦t✳

❆s ❜❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❜❡❣✐♥ ❜② ❝❤❛r❛❝t❡r✐③✐♥❣ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ T ∗
2 ♦❢ t❤❡ s❤♦rt❡st ❚❉▼❆

s❝❤❡❞✉❧❡ t❤❛t ❝♦♥str✉❝ts G2,m✳ ❚❤❡r❡❛❢t❡r✱ ✇❡ ❡①♣❧♦✐t t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡

❝♦♥s❡♥s✉s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ♦♣t✐♠❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ▼❆❈ ♣r♦t♦❝♦❧ ❛♥❞ ❝♦♥str❛✐♥ts

✐♠♣♦s❡❞ ❜② ♦✉r ♣r♦❜❧❡♠ t♦ ❜♦✉♥❞ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡s ❢♦r ❛ ✷✲t♦r✉s✳

❋✐❣✉r❡ ✹✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ♦❢ ♥♦❞❡s ♣❧❛❝❡❞ ❛❧♦♥❣ ❛ ✷✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ t♦r✉s✳ ❚❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝
sq✉❛r❡ ❣r✐❞ ❜❡✐♥❣ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛ ❧✐♠✐t✐♥❣ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ❧❛r❣❡ t♦r✉s✱
s♦ t❤❛t t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ✐ts ❝✉r✈❛t✉r❡ ♦♥ s♠❛❧❧ ❞✐st❛♥❝❡s ✐s ♥♦t ✐♠♣♦rt❛♥t✳

❆s ❜❡❢♦r❡✱ ❞❡✜♥❡ Pm t♦ ❜❡ t❤❡ tr❛♥s♠✐t ♣♦✇❡r t❤❛t ❡♥❛❜❧❡s ❛ ♥♦❞❡ t♦ ❢♦r♠

❡rr♦r✲❢r❡❡ ❧✐♥❦s ✇✐t❤ m ♥❡✐❣❤❜♦rs ✐♥ t❤❡ ❛①✐❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✳ ●✐✈❡♥ t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡

✶✹



❋✐❣✉r❡ ✺✿ ❊✛❡❝t ♦❢ ❣❡♦♠❡tr② ✐♥ s♣❤❡r❡ ♣❛❝❦✐♥❣✱ s❤♦✇♥ ❢♦r T2(25) ❛♥❞ m = 1✳
❚❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡rs ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ r❡❞ ✭❡✳❣✳✱ ✭✵✱✵✮✮✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t② ✐s
❡①♣❧♦✐t❡❞ t♦ ❛❧❧♦✇ ♠♦r❡ ❝♦♥❝✉rr❡♥t tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♥♦❞❡s ✐♥ ❧✐❣❤t✲❜❧✉❡ ✭❡✳❣✳✱
✭✹✱✵✮✮ ❛r❡ ❝♦✈❡r❡❞ ❜② tr❛♥s♠✐tt❡rs ✈✐❛ t❤❡✐r ✐♠❛❣❡s ✭s❤♦✇♥ ✉♥✜❧❧❡❞✮✳

√
n ♥♦❞❡s ✐♥ ❡✐t❤❡r ♦❢ t❤❡ ❛①✐❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✱

Pm ∝
(

m√
n

)α

, ✭✷✵✮

✇❤❡r❡ α ≥ 2 ✐s t❤❡ ♣❛t❤✲❧♦ss ❡①♣♦♥❡♥t✳ ❉❡✜♥❡ Π t♦ ❜❡ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❝✐r❝✉✲

❧❛♥t ♠❛tr✐① ❤❛✈✐♥❣ ❛s t❤❡ ✜rst r♦✇ [ 0 1 0 · · · 0 0 ]1×m. ❚❤❡♥ t❤❡ ✉♣❞❛t❡

♠❛tr✐① F2,m ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s

F2,m =
∑

ij

aijΠ
i ⊗Πj ✭✷✶✮

✇❤❡r❡ ⊗ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❑r♦♥❡❝❦❡r ♣r♦❞✉❝t ❛♥❞

aij = h∀i, j s.t. i2 + j2 ≤ m2 ✭✷✷✮

❢♦r (i, j) 6= (0, 0) ❛♥❞ a00 = 1− h|{(i, j) ∈ Z
2 : i2 + j2 ≤ m2}|✳ ❲❡ ♥♦✇ ❜♦✉♥❞

t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t✐♠❡ s❧♦ts r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❢♦r♠ G2,m✳

▲❡♠♠❛ ✸✳ ■❢ ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ tr❛♥s♠✐ts ❛t ♣♦✇❡r Pm ❛♥❞ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s❝❤❡❞✉❧❡ ♦✈❡r

t❤❡ ✷✲t♦r✉s ❝♦♥str✉❝ts G2,m ✐♥ T ∗
2 t✐♠❡ s❧♦ts✱ ❢♦r 1 < m < ⌊l/2⌋✱ T ∗

2 ❛❧✇❛②s

✶✺



s❛t✐s✜❡s

Tl ≤ T ∗
2 ≤ Tu ✭✷✸✮

✇❤❡r❡

Tl = 2m2 + 2m + 1 ✭✷✹✮

❛♥❞

Tu = 16m2 + 8m + 1. ✭✷✺✮

Pr♦♦❢✳ ❯s✐♥❣ s✐♠✐❧❛r ❛r❣✉♠❡♥ts ❛s ✐♥ ▲❡♠♠❛ ✶ ✐t ✐s ❡❛s② t♦ s❤♦✇ t❤❛t ♣♦✇❡r

❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❢♦r ❛♥② ♥♦❞❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛t ❧❡❛st Pm✳ ❉❡✜♥❡ ❛ ❢❡❛s✐❜❧❡ ❚❉▼❆ s❝❤❡❞✉❧❡

❢♦r ❛ ♣♦✇❡r ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ Pm ♣❡r ♥♦❞❡ ❛s ♦♥❡ t❤❛t ✇❤✐❝❤ ❝♦♥str✉❝ts G2,m ✇❤✐❧❡

s❛t✐s❢②✐♥❣ t❤❡ ❤❛❧❢✲❞✉♣❧❡① ❛♥❞ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳

❲✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t②✱ s✉♣♣♦s❡ ♥♦❞❡ (0, 0) tr❛♥s♠✐ts ✐♥ t❤❡ ✜rst t✐♠❡ s❧♦t

✇✐t❤ ♣♦✇❡r Pm✳ ▲❡t B ❞❡♥♦t❡ ✐ts ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❞✐s❝✱ ✐✳❡✳✱ ❛ ❝✐r❝❧❡ ♦❢ r❛❞✐✉s m√
n

❝❡♥t❡r❡❞ ❛t (0, 0)✳ ❋r♦♠ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❢❡❛s✐❜❧❡ s❝❤❡❞✉❧❡✱ ♦t❤❡r t❤❛♥ (0, 0)✱

♥♦ ♦t❤❡r ♥♦❞❡ ✐♥s✐❞❡ B ❝❛♥ tr❛♥s♠✐t ❛t t❤✐s t✐♠❡✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s ❛ ❢❡❛s✐❜❧❡ s❝❤❡❞✉❧❡

❝❛♥ ❛❧❧♦✇ ❛t ♠♦st ♦♥❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ✐♥s✐❞❡ B✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ❛♥② ❢❡❛s✐❜❧❡ s❝❤❡❞✉❧❡

♥❡❡❞s ❛t ❧❡❛st ❛s ♠❛♥② t✐♠❡ s❧♦ts ❛s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦❞❡s ✐♥s✐❞❡ ❛ s♣❤❡r❡ ♦❢

r❛❞✐✉s m√
n
❝❡♥t❡r❡❞ ❛t (0, 0)✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❢♦r♠ G2,m✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ❛ ❢❡❛s✐❜❧❡

s❝❤❡❞✉❧❡ ❤❛s ❛t ❧❡❛st |B ∩ T2(n)| t✐♠❡ s❧♦ts✳ ❚❤✐s ✐♥✈♦❧✈❡s ❝♦✉♥t✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r

♦❢ ♥♦❞❡s ♦❢ ❛ sq✉❛r❡ ❣r✐❞ t❤❛t ❢❛❧❧ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❝✐r❝❧❡ ✇❡ ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣✱ ✇❤✐❝❤

❝❛♥ ❜❡ ❝✉♠❜❡rs♦♠❡✳ ❋♦r ♦✉r ♣✉r♣♦s❡s✱ ✐t ✇✐❧❧ s✉✣❝❡ t♦ ✜♥❞ ❛ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ❢♦r

t❤✐s ✈❛❧✉❡ ❜② ❝♦✉♥t✐♥❣ ♦♥❧② t❤♦s❡ ♥♦❞❡s t❤❛t ❢❛❧❧ ✐♥ ❛ s✉✐t❛❜❧② ❝❤♦s❡♥ sq✉❛r❡ U
❝✐r❝✉♠s❝r✐❜❡❞ ❜② B✳

❈♦♥s✐❞❡r ❛ sq✉❛r❡ U ❤❛✈✐♥❣ ❛s ✐ts ✈❡rt✐❝❡s✱ t❤❡ ♥♦❞❡s (m, 0)✱ (0, m)✱ (−m, 0)

❛♥❞ (0,−m)✳ ❈❧❡❛r❧② U ⊆ B✳ ❊❛❝❤ ♦❢ ✐ts ❞✐❛❣♦♥❛❧s ❝♦♥t❛✐♥s 2m + 1 ♥♦❞❡s✳ ❚❤❡

❧✐♥❡ s❡❣♠❡♥ts ❥♦✐♥✐♥❣ ♥♦❞❡s (−m + |k|, k) ❛♥❞ (m − |k|, k) ❢♦r k = −m,−m +

1, . . . ,m− 1, m ❛r❡ ❛❧❧ ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ s❡❣♠❡♥t ❥♦✐♥✐♥❣ (−m, 0) ❛♥❞ (m, 0)✳ ❊❛❝❤

s✉❝❤ s❡❣♠❡♥t ❤❛s ❡①❛❝t❧② 2m + 1− 2|k| ♥♦❞❡s✳ ❈♦✉♥t✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡s❡ ♥♦❞❡s ②✐❡❧❞s

t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦❞❡s ✐♥ B✿

|U ∩ T2(n)| =
m
∑

k=−m

(2m + 1)− 2|k|

= 2m + 1 + 2

m
∑

k=1

2(m− k)

= 2m2 + 2m + 1.
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❲❡ ❝❛♥ t❤✉s ❝❤♦♦s❡ Tl = 2m2 +2m+1 ❛s t❤❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❛♥②

❢❡❛s✐❜❧❡ s❝❤❡❞✉❧❡ t❤❛t ❢♦r♠s G2,m✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ T ∗
2 ✐s t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ s❤♦rt❡st

❢❡❛s✐❜❧❡ s❝❤❡❞✉❧❡✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ T ∗
2 ≥ Tl✳

■❢ Tu ✐s ♥✉♠❜❡r ♦❢ t✐♠❡ s❧♦ts t❛❦❡♥ ❜② ❛♥② ❢❡❛s✐❜❧❡ s❝❤❡❞✉❧❡ t♦ ❢♦r♠ G2,m✱

T ∗
2 ≤ Tu✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❝❤❡❞✉❧❡✿ ✐♥ t❤❡ ✜rst t✐♠❡ s❧♦t✱ ❝❤♦♦s❡ (0, 0)

❛s ❛ tr❛♥s♠✐tt❡r✱ ❛♥❞ s❝❤❡❞✉❧❡ ♥♦❞❡s (0 + p(2m + 1), 0 + q(2m + 1)) ❢♦r p, q =

1, · · · , ⌊ l
2m+1⌋ t♦ tr❛♥s♠✐t✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ✇❡ ❛tt❡♠♣t t♦ t✐❧❡ t❤❡ t♦r✉s ✇✐t❤

sq✉❛r❡s ♦❢ s✐❞❡ 2m+1√
n

✳ ❈❧❡❛r❧② t❤✐s ✐s ❢❡❛s✐❜❧❡✱ s✐♥❝❡ ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ ❧✐❡s ✐♥ ❛t ♠♦st

♦♥❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ s♣❤❡r❡✳ ■♥ ❡❛❝❤ s✉❜s❡q✉❡♥t t✐♠❡ s❧♦t✱ r❡♣❡❛t t❤✐s ♣r♦❝❡ss ❜②

❝❤♦♦s✐♥❣ s♦♠❡ ♦t❤❡r ♥♦❞❡ (i, j) ✐♥s✐❞❡ t❤❡ sq✉❛r❡ ♦❢ s✐❞❡ (2m + 1)/
√

n ❝❡♥t❡r❡❞

❛t t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ❛♥❞ s❝❤❡❞✉❧❡ ♥♦❞❡s (i+ p(2m+1), j + q(2m+1)) ❢♦r tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✳

❘❡♣❡❛t t❤✐s ♣r♦❝❡ss ✉♥t✐❧ ❛❧❧ t❤❡ (2m + 1)2 ♥♦❞❡s ✐♥ t❤✐s sq✉❛r❡ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥

❝❤♦s❡♥ ♦♥❝❡✳ ❯s✐♥❣ ❛r❣✉♠❡♥ts s✐♠✐❧❛r t♦ t❤♦s❡ ✉s❡❞ ✐♥ ▲❡♠♠❛ ✶✱ ❛ ♠❛①✐♠✉♠

♦❢ ⌊ l
(2m+1)⌋2 s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ s❝❤❡❞✉❧❡❞ ♣❡r t✐♠❡ s❧♦t✳ ❆❢t❡r

(2m + 1)2t✐♠❡ s❧♦ts✱

n− ⌊ l

(2m + 1)
⌋2(2m + 1)2

= 2⌊ l

2m + 1
⌋(2m + 1) r❡♠(l, (2m + 1))

+(r❡♠(l, 2m + 1))2

♥♦❞❡s ❛r❡ ②❡t t♦ tr❛♥s♠✐t✳ ■♥ t❤❡ ✜rst t❡r♠✱ ✇❡ ❝❛♥ s❝❤❡❞✉❧❡ ⌊l/(2m+1)⌋ ♥♦❞❡s
✐♥ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ 2rem(l, 2m + 1) ≤ 4m ✏r♦✇s✑✱ t❤❛t r❡q✉✐r❡ ❛t ♠♦st 4m(2m + 1)

❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ t✐♠❡ s❧♦ts✳ ❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♦♥❡ ♥♦❞❡ ♣❡r t✐♠❡ s❧♦t✱ ❛❧❧ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣

(rem(l, 2m + 1))2 ♥♦❞❡s ❝❛♥ tr❛♥s♠✐t ✐♥ ❛t ♠♦st 4m2 t✐♠❡ s❧♦ts✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡

s❝❤❡❞✉❧❡ ❝♦♥str✉❝ts G2,m ✐♥ (2m + 1)2 + 4m(2m + 1) + 4m2 = 16m2 + 8m + 1

t✐♠❡ s❧♦ts✳ ❚❤✉s ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t T ∗
2 ≤ 16m2 + 8m + 1✳

❆s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ✶✲t♦r✉s✱ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s❝❤❡❞✉❧❡ ❢♦r ❛ ✷✲t♦r✉s ✐s ❜♦✉♥❞❡❞

❜② t✇♦ q✉❛❞r❛t✐❝ t❡r♠s✳ ❚❤✐s ❛r✐s❡s ❞✉❡ t♦ ✐♠♣♦s✐♥❣ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❝♦♥str❛✐♥ts t♦

t❤❡ ❣✐✈❡♥ ❣❡♦♠❡tr② ♦❢ ♥♦❞❡ ♣❧❛❝❡♠❡♥t✳ ❆s ✇❡ s❤❛❧❧ s❡❡✱ t❤✐s q✉❛❞r❛t✐❝ ✲ r❛t❤❡r

t❤❛♥ ❧✐♥❡❛r ✲ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦♥ m ✐s t❤❡ ❦❡② t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ tr❛♥s♠✐t

♣♦✇❡r ♦♥ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❜❡❤❛✈✐♦r✳

✸✳✶✳✹ ❇♦✉♥❞✐♥❣ t❤❡ ❘❛t❡ ♦❢ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡

❋✐♥❞✐♥❣ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦❢ F2,m ❛❧s♦ s❡❡♠s ✐♥tr❛❝t❛❜❧❡✳ ❚❤✐s ❞✐✣❝✉❧t❧② ❛r✐s❡s

❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ♥♦❞❡s t❤❛t ❝❛♥ r❡❝❡✐✈❡ ❞❛t❛ ❢r♦♠ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♥♦❞❡ ❛r❡

✶✼



s♣❡❝✐✜❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❝✐r❝✉❧❛r ❞✐s❦s ✭♦r s♣❤❡r❡s✮✳ ❲❤✐❧❡ ✐♥ ❛ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥ s✉❝❤

❞✐s❦s ❝❛♥ ❝♦✈❡r t❤❡ ❡♥t✐r❡ r✐♥❣✱ s✉❝❤ ❝♦✈❡r❛❣❡ ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥ ❤✐❣❤❡r ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳

❋♦r ♦✉r ♣✉r♣♦s❡✱ ✇❡ ❧♦✇❡r ❛♥❞ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ s✉❝❤ ❞✐s❝s ❜② sq✉❛r❡s ♦❢ s✉✐t❛❜❧❡

s✐❞❡ ❧❡♥❣t❤ t❤❛t ❝♦✈❡r t❤❡ ❡♥t✐r❡ r❡❣✐♦♥✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳ ❚♦

t❤✐s ❡♥❞✱ ✇❡ ❜❡❣✐♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② r❡s✉❧t✳

▲❡♠♠❛ ✹✳ ▲❡t Ĝ2,m ❜❡ t❤❡ ❝♦♥s❡♥s✉s ❣r❛♣❤ ❢♦r♠❡❞ ♦✈❡r T2(n) ❜② ♣❧❛❝✐♥❣ ❡❞❣❡s

❜❡t✇❡❡♥ ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ (i, j) ✇✐t❤ ❛❧❧ ♦t❤❡r ♥♦❞❡s (k, l) 6= (i, j) s❛t✐s❢②✐♥❣

ℓ∞(rij , rkl) ≤
m√
n

, 1 ≤ m < ⌊
√

n

2
⌋. ✭✷✻✮

✇❤❡r❡ ℓ∞ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ∞−♥♦r♠✳ ❆❧s♦ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥ ♦❢ Ĝ2,m ❜② L̂2,m ❛♥❞

✐ts ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡❣r❡❡ ❜② dmax ❛♥❞ t❤❡ ✉♣❞❛t❡ ♠❛tr✐① F̂2,m = I − hL̂2,m ❢♦r s♦♠❡

0 ≤ h ≤ 1
2dmax

✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ F̂2,m ❛r❡

λa,b = 1− h(2m + 1)2 + hS(m,l)
a S

(m,l)
b , ✭✷✼✮

✇❤❡r❡✱ ❛s ❞❡✜♥❡❞ ❛❜♦✈❡ S
(m,l)
a =

sin( (2m+1)πa
l )

sin(πa
l )

✱ a = 0, 1, . . . l − 1.

Pr♦♦❢✳ ❚♦ ❜❡❣✐♥✱ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥ ♠❛tr✐① L̂2,m ♦❢ Ĝ2,m ✐s ❛♥ n× n ❜❧♦❝❦

❝✐r❝✉❧❛♥t ♠❛tr✐① ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♦❢ ✐ts l ❜❧♦❝❦ r♦✇s ❜❡✐♥❣

[

A0 Bm 0 0 · · · 0 Bm

]

l×n
✭✷✽✮

✇❤❡r❡ Bm , 1
∗
m ⊗ A1✳ ❍❡r❡ t❤❡ l × l ♠❛tr✐❝❡s A0 ❛♥❞ A1 ❛r❡ ❛❧s♦ ❝✐r❝✉❧❛♥t✱

t❤❡✐r ✜rst r♦✇ ❜❡✐♥❣ ❛♥ l × 1 ♠❛tr✐① [ dk −1
∗
m 0 0 · · · 0 −1

∗
m] ✱ ✇✐t❤

d0 = (2m+1)2−1 ❛♥❞ d1 = −1✳ ❲✐t❤ t❤✐s str✉❝t✉r❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ✉s❡ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s

♦❢ ❜❧♦❝❦ ❝✐r❝✉❧❛♥t ♠❛tr✐❝❡s ❛♥❞ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t Ak✬s ❛r❡ t❤❡♠s❡❧✈❡s ❝✐r❝✉❧❛♥t ✭❛♥❞

❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② s❤❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs✮ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦❢ L̂2,m

❛s

µr,s =

l−1
∑

t=0

ηr,te
−j 2πst

l ✭✷✾✮

✇❤❡r❡ ηr,t ✐s t❤❡ rth ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ♦❢ At ∀r, s = 0, 1, . . . , l − 1. ❯s✐♥❣ t❤❡ ✶✲t♦r✉s

r❡s✉❧t ❢r♦♠ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✺✮ ❢♦r ηr,t ❛♥❞ s✐♠♣❧✐❢②✐♥❣✱ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦❢ F̂2,m =

I − hL̂2,m ❛r❡

λa,b = 1− h(2m + 1)2 + hS(m,
√

n)
a S

(m,
√

n)
b ✭✸✵✮

✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ r❡s✉❧t✳

✶✽



❲❡ ❛r❡ ♥♦✇ ✐♥ ❛ ♣♦s✐t✐♦♥ t♦ ❜♦✉♥❞ t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ❞❡❝❛② ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ t♦r✉s✳

❚❤✐s ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❛ t❤❡♦r❡♠ ❜❡❧♦✇✳

❚❤❡♦r❡♠ ✺✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛ ❝♦♥s❡♥s✉s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ ✭✷✮ ♦♥ G2,m✳ ■❢ ❡❛❝❤

♥♦❞❡ tr❛♥s♠✐ts ❛t Pm ❢♦r 1 ≤ m < ⌊
√

n
2 ⌋✱ t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ β ♦❢ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧

▼❆❈ s❝❤❡❞✉❧❡ ♦♥ G2,m t❤❛t ❞r✐✈❡s δ(k) = x(k)− 1nxav t♦ ③❡r♦ ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❛s

λ
1

2m(m+1)

1 < β < λ̃
1

16m2+8m+1

1 ✭✸✶✮

✇❤❡r❡ m̃ , ⌊ m√
2
⌋ ❛♥❞

λ1 =
(

1− h(2m + 1)2 + h(2m + 1)S
(m,

√
n)

1

)

λ̃1 =
(

1− h(2m̃ + 1)2 + h(2m̃ + 1)S
(m̃,

√
n)

1

)

Pr♦♦❢✳ ❈♦♥s✐❞❡r ✉♥❞✐r❡❝t❡❞ ❣r❛♣❤s Gsub,G ❛♥❞ Gsup ✇✐t❤ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ✈❡rt❡① s❡t V
❛♥❞ ❡❞❣❡ s❡ts Esub ⊆ E ⊆ Esup✱ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ❡❞❣❡ ✇❡✐❣❤ts✳ ❈❛❧❧ G t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧

❣r❛♣❤ ❛♥❞ Gsub ❛♥❞ Gsup ❛s s✉❜✲ ❛♥❞ s✉♣❡r✲❣r❛♣❤s ♦❢ G✳ ❙✉♣♣♦s❡ ❛❧❧ t❤❡ ❣r❛♣❤s

s❛t✐s❢② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s t♦ r❡❛❝❤ ❛✈❡r❛❣❡ ❝♦♥s❡♥s✉s✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ r❡sts ♦♥ t✇♦ s✐♠♣❧❡

❜✉t ✐♠♣♦rt❛♥t ❢❛❝ts✿

❋❛❝t ✶✿ ■❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s ❛r❡ ❞♦♥❡ ❛t t❤❡ s❛♠❡ r❛t❡ ❛♥❞ ❛❧❧ t❤❡ ❡❞❣❡ ✇❡✐❣❤ts ♣♦s✐t✐✈❡✱

t❤❡ ❝♦♥s❡♥s✉s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦♥ ❛ ❣r❛♣❤ ❝❛♥♥♦t ❜❡ s❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❛t ♦♥ ✐ts s✉❜✲❣r❛♣❤s✳

❚❤✐s ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❧❛r❣❡st ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ❛❧✇❛②s ❞❡❝r❡❛s❡s ✐❢

❡❞❣❡s ❛r❡ ❛❞❞❡❞ t♦ ❛ ❣r❛♣❤ ✭❝❢✳ ❬✷✵✱ ❚❤♠✳ ✸✳✷❪✮✳

❋❛❝t ✷✿ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡s❡ ❣r❛♣❤s ♦❝❝✉r ❡✈❡r② Tu, T ∗
2 ❛♥❞ Tl t✐♠❡

s❧♦ts r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ✇✐t❤ Tu ≥ T ∗
2 ≥ Tl✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ❣r❛♣❤s ♦♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❝♦♥s❡♥s✉s

❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦♥✈❡r❣❡s t❤❡ ❢❛st❡st ❛♥❞ s❧♦✇❡st ❛r❡ st✐❧❧ Gsup ❛♥❞ Gsub r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

■♥ ✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✜rst ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ❝♦♥s❡♥s✉s ❣r❛♣❤ G ❛♥❞ ❝❤♦♦s❡

❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ s✉♣❡r✲ ❛♥❞ s✉❜✲❣r❛♣❤s Gsup ❛♥❞ Gsub✳ ❲❡ ✇✐❧❧ t❤❡♥ ✉s❡ t❤❡ r❡s✉❧ts

❢r♦♠ ▲❡♠♠❛ ✸ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ Tl, T
∗
2 ❛♥❞ Tu✳

❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❣r❛♣❤ Ĝ2,m ❛s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ▲❡♠♠❛ ✹✳ ◆♦t❡ t❤❛t

ℓ2(rij , rkl) ≤ c =⇒ ℓ∞(rij , rkl) ≤ c. ✭✸✷✮

❈❤♦♦s✐♥❣ c = m√
n
✱ ✐t ✐s ❡❛s② t♦ s❡❡ t❤❛t ❡✈❡r② ❡❞❣❡ ✐♥ E2,m ✐s ♣r❡s❡♥t ✐♥ Ê2,m✳

■t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t Ĝ2,m ⊇ G2,m✳ ❲❡ ♥♦✇ ❤❛✈❡ ❛ s✉♣❡r✲❣r❛♣❤ ♦❢ G2,m✳ ❚❤✐s ✐s

✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻ ❢♦r n = 25, m = 2✳

✶✾



❋✐❣✉r❡ ✻✿ ❊❞❣❡s t♦ (2, 2) ✐♥ T2(25) ✐♥ Ĝ2,m̃✱ G2,m ❛♥❞ Ĝ2,m ❢♦r m = 2✳ ❋♦r ♥♦❞❡s
s❤♦✇♥ ✐♥ ♦r❛♥❣❡ ✭❡✳❣✳ ✭✷✱✸✮✮✱ ❡❞❣❡s ❜❡t✇❡❡♥ ✭✷✱✷✮ ❛♥❞ t❤❡s❡ ♥♦❞❡s ❡①✐st ✐♥ ❛❧❧
t❤❡s❡ ❣r❛♣❤s✳ ❋♦r ♥♦❞❡s ❝♦❧♦r❡❞ ②❡❧❧♦✇ ✭❡✳❣✳ ✭✹✱✷✮✮✱ s✉❝❤ ❡❞❣❡s ❡①✐st ♦♥❧② ✐♥
G2,m ❛♥❞ Ĝ2,m✳ ❋♦r t❤❡ ❣r❡❡♥ ♥♦❞❡s ✭❡✳❣✳ ♥♦❞❡ ✭✵✱✵✮✮✱ s✉❝❤ ❡❞❣❡s ❡①✐st ♦♥❧② ✐♥

Ĝ2,m✳

❉❡✜♥❡ m̃ = ⌊ m√
2
⌋ ❛♥❞ ❢♦r♠ ❛ ❣r❛♣❤ Ĝ2,m̃ = (V, Ê2,m̃)✳ ■t ✐s ❡❛s② t♦ s❡❡ t❤❛t

ℓ∞(rij , rkl) ≤ ⌊ m̃√
n
⌋ℓ2(rij , rkl)

=⇒ ℓ2(rij , rkl) ≤
√

2⌊ m̃√
n
⌋

≤ ⌊
√

2m̃√
n
⌋ ≤ m√

n
.

❚❤❡r❡❢♦r❡ Ĝ2,m̃ ⊆ G2,m✳

❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ ❝♦♥♥♥❡❝t✐✈✐t② ✐♥ t❤❡ ❣r❛♣❤s Ĝ2,m̃✱ G2,m ❛♥❞ Ĝ2,m ❛r❡ ✐❧❧✉s✲

tr❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✱ ❢♦r ❛ t♦r✉s ♦❢ n = 25 ♥♦❞❡s ❛♥❞ m = 2✳ ❍❡r❡ m̃ = ⌊2/
√

2⌋ =

1✳ ❈♦♥s✐❞❡r ♥♦✇ t❤❡ ♥♦❞❡s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ ♥♦❞❡ (2, 2)✳ ❋♦r Ĝ2,1 ♦✈❡r t❤✐s t♦r✉s✱

❡❞❣❡s ❛r❡ ♣❧❛❝❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ♥♦❞❡s (2, 2) ❛♥❞ (k, l) ✐✛ ℓ∞(r22, r) ≤ 1
5 ✳ ■♥ ❋✐❣✉r❡

✻✱ t❤❡s❡ ❛r❡ t❤❡ ♥♦❞❡s ♦♥ ♦r ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ✐♥♥❡r✲♠♦st sq✉❛r❡ ❝❡♥t❡r❡❞ ❛t (2, 2)✳

■♥ G2,m s✉❝❤ ❡❞❣❡s ❛r❡ ♣❧❛❝❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ♥♦❞❡s t❤❛t ❛r❡ ✇✐t❤✐♥ ❛ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥

❞✐s❦ ♦❢ r❛❞✐✉s 2
5 ✱ ✐✳❡✳✱ ✇❤❡♥ ℓ2(r22, r) ≤ 2

5 ✳ ❚❤❡s❡ ♥♦❞❡s ❝♦♠♣r✐s❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡s

s❤♦✇♥ ♦♥ ♦r ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❝✐r❝❧❡✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ Ĝ2,2✱ ❛❧❧ ♥♦❞❡s ♦♥ t❤❡ t♦r✉s s❛t✐s❢②

ℓ∞(r22, r) ≤ 2
5 ✳ ❚❤✐s ❝♦♠♣r✐s❡s ♦❢ ❛❧❧ ♥♦❞❡s ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ♦✉t❡r sq✉❛r❡✳

❚❤❡ ❝♦♥s❡♥s✉s ❣r❛♣❤s Ĝ2,m ❛♥❞ G2,m ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ✉♣❞❛t❡ ♠❛tr✐❝❡s F̂2,m

❛♥❞ F2,m r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❢♦r ❛❧❧ m✳ ❲❡ ♥♦✇ ✉s❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡

▲❛♣❧❛❝✐❛♥ L̂2,m ✱ ❞❡r✐✈❡❞ ✐♥ ▲❡♠♠❛ ✹✳ ❚❤❡ r❛t❡ ♦❢ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦♥ Ĝ2,m ✐s

❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❧❛r❣❡st ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ♠♦❞✉❧✉s✱ t❤❛t ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ s❡tt✐♥❣

✷✵



a = 0 ❛♥❞ b = 1 ✐♥ ✭✸✵✮✿

λ0,1 = 1− h(2m + 1)2 + h(2m + 1)S
(m,l)
1 , λ1. ✭✸✸✮

▼❛❦✐♥❣ t❤❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ m← m̃ ❣✐✈❡s

λ̃1 , 1− h(2m̃ + 1)2 + h(2m̃ + 1)S
(m̃,l)
1 . ✭✸✹✮

✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✈❛❧✉❡ ❢♦r Ĝ2,m̃✳

❈♦♥s✐❞❡r ♥♦✇ ❛ ❝♦♥s❡♥s✉s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦♥ Gsub = Ĝ2,m̃✱ G = G2,m ❛♥❞ Gsup =

Ĝ2,m✳ ❆❧❧ t❤❡ ❣r❛♣❤s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❡q✉❛❧ ❡❞❣❡ ✇❡✐❣❤ts h✱ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ♠❛①✲

✐♠✉♠ ♥♦❞❡ ❞❡❣r❡❡ ✐♥ Ĝ2,m✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ▼❆❈ s❝❤❡❞✉❧❡ ♦♥ t❤❡ t♦r✉s

❢♦r♠s G2,m ✐♥ T ∗
2 t✐♠❡ s❧♦ts✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ❛♥ ✐t❡r❛t✐♦♥ ♦♥ G2,m ♦❝❝✉rs ❡✈❡r②

T ∗
2 t✐♠❡ s❧♦ts✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❧❡t ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥ ♦♥ Ĝ2,m ❛♥❞ Ĝ2,m̃ ♦❝❝✉r ❜❡ ✐♥ Tl

❛♥❞ Tu t✐♠❡ s❧♦ts r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ✇❤❡r❡ Tl = 2m2+2m+1 ❛♥❞ Tu = 16m2+8m+1✳

❋r♦♠ ▲❡♠♠❛ ✸ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t Tu ≥ T ∗
2 ≥ Tl✳ ❙✐♥❝❡ ✇❡ ♥♦✇ ❦♥♦✇ t❤❡ s❡❝♦♥❞

❧❛r❣❡st ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ♠♦❞✉❧✉s ♦❢ t❤❡s❡ ❣r❛♣❤s Ĝ2,m ❛♥❞ Ĝ2,m̃✱ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡s

♦❢ t❤❡s❡ ❣r❛♣❤s ❛r❡✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ λ
1/Tl

1 ❛♥❞ λ̃
1/Tu

1 ✳ ❚❤❡ ❜♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡

r❛t❡ β

λ
1/Tl

1 < β < λ̃
1/Tu

1 ✭✸✺✮

♦❢ t❤❡ G2,m t❤❛t ✐s ❢♦r♠❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s❝❤❡❞✉❧❡ ♥♦✇ ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ ❋❛❝t

✷✳

❚♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❤✐❣❤❡r tr❛♥s♠✐t ♣♦✇❡r ♦♥ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡

✐♥ ✷✲t♦r✐✱ ✜rst s✐♠♣❧✐❢② s✐♠♣❧✐❢②✐♥❣ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❢♦r λ1 ❛♥❞ λ̃1 ✐♥ ❚❤❡♦r❡♠ ✺

✉s✐♥❣ h = γ/(2m + 1)2✱ 0 < γ < 1✿

λ1 = 1− γ + γ
sin ((2m + 1)π/

√
n)

(2m + 1)sin (π/
√

n)

λ̃1 = 1− γ
(2m̃ + 1)2

(2m + 1)2

+γ
(2m̃ + 1)

(2m + 1)2
sin ((2m̃ + 1)π/

√
n)

sin (π/
√

n)
.

❈♦♠♣❛r✐♥❣ t❤✐s t♦ t❤❡ ✶✲t♦r✉s ❝❛s❡ ✇✐t❤ h = γ/(2m + 1)✱

ρ1 = 1− γ + γ
sin ((2m + 1)π/n)

(2m + 1)sin (π/n)
. ✭✸✻✮

✷✶



❋✐❣✉r❡ ✼✿ ❱❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡ ✇✐t❤ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♣♦✇❡r ♦♥ ❛ ✷✲t♦r✉s✳

❈❧❡❛r❧② λ1 ✐s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r♠ ❛s ρ1 ✐♥ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✱ ❡①❝❡♣t ❢♦r t❤❡
√

n✳ ❋♦r ❧❛r❣❡

m✱ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ λ̃1 ✇✐❧❧ ❛❧s♦ ❜❡ s✐♠✐❧❛r t♦ λ1✳

❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❝❛s❡s ✐♥ t❤❡ ❧❡♥❣t❤

♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s❝❤❡❞✉❧❡✳ ❚❤✐s ❧❡♥❣t❤ ✇❛s s❤♦✇♥ t♦ ❜❡ Θ(m) ❢♦r t❤❡ ✶✲t♦r✉s✱

❛♥❞ Θ(m2) ❢♦r t❤❡ ✷✲t♦r✉s✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❞❡♣❡♥❞s

♦♥ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ♦❢ ♥♦❞❡ ♣❧❛❝❡♠❡♥t✳ ❍✐❣❤ tr❛♥s♠✐t ♣♦✇❡rs r❡❞✉❝❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡

♥❡t✇♦r❦ t❤r♦✉❣❤♣✉t ❜② ❝❛✉s✐♥❣ ♠♦r❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡✳ ■♥ ❚❉▼❆✲s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ▼❆❈

♣r♦t♦❝♦❧s✱ t❤✐s ❡✛❡❝t ✐s r❡✢❡❝t❡❞ ✐♥ ❧♦♥❣❡r s❝❤❡❞✉❧❡s✳ ❋♦r ❛ ✶✲t♦r✉s✱ t❤✐s ✐s st✐❧❧

♦✛s❡t ❜② t❤❡ r❡s✉❧t❛♥t ❧♦♥❣✲r❛♥❣❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ✐s ♥♦ ❧♦♥❣❡r tr✉❡

❢♦r ❤✐❣❤❡r ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳ ■♥ ❋✐❣✉r❡ ✼✱ ✇❡ ♣❧♦t t❤❡ ❜♦✉♥❞s ❢♦r β ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠

❚❤❡♦r❡♠ ✺ ❢♦r ❛ ✷✲t♦r✉s ✇✐t❤ n = 4096 ♥♦❞❡s ❛rr❛♥❣❡❞ ❛s ❛ 64 × 64 t♦r♦✐❞❛❧

❧❛tt✐❝❡✳ ❖❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡ ✇♦rs❡♥s ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ tr❛♥s♠✐t

♣♦✇❡r✳ ❚❤✐s ✐s s✉r♣r✐s✐♥❣ ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ✶✲t♦r✉s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ r❡s✉❧t ✐s t❤❡

♦♣♣♦s✐t❡✳

✸✳✶✳✺ ❚♦r✐ ✐♥ ❆r❜✐t❛r② ❉✐♠❡♥s✐♦♥s

❚❤❡ r❡s✉❧ts ✐♥ ▲❡♠♠❛ ✸ ❝❛♥ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ❤✐❣❤❡r ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❣r✐❞s ✇✐t❤

t♦r♦✐❞❛❧ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ■♥❞❡❡❞ ✉s✐♥❣ s✐♠✐❧❛r ❛r❣✉♠❡♥ts ❢♦r ♣♦✇❡r Pm t❤❡

♦♣t✐♠❛❧ s❝❤❡❞✉❧❡ ❢♦r ❛ d−❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ t♦r✉s ❝❛♥♥♦t ❜❡ s❤♦rt❡r t❤❛♥ |U ∩ Td(n)|
✇❤❡r❡ U ✐s ❛ ♣♦❧②❤❡❞r♦♥ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❝✐r❝✉♠s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ s♣❤❡r❡ ♦❢ r❛❞✐✉s

m/
(

n1/d
)

✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ t♦ ✜♥❞ t❤❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ♦♥❡ ❝❛♥ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡ t❤❡ s❝❤❡❞✉❧❡

❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ▲❡♠♠❛ ✶ t❤❛t ✇❛s ✉s❡❞ t♦ ✜♥❞ ❛♥ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ s❤♦✇♥

t❤❛t t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s❝❤❡❞✉❧❡ ✇✐❧❧ ❜❡ Θ(md)✳

✷✷



❚❤❡ r❡s✉❧ts ✐♥ ▲❡♠♠❛ ✹ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ t♦ d−❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❛s λ1 = 1−
h(2m+1)d+h(2m+1)d−1S

(m,l)
1 ❢♦r t❤❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ❛♥❞ ❝❤♦♦s✐♥❣ m̃ = ⌊m/

√
d⌋

t♦ ✜♥❞ λ̃1 ❢♦r ❛♥ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ r❛t❡✳ ❚❤✉s t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡

r❛t❡ ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ tr❛♥s♠✐t ♣♦✇❡r ✐♥ ❣❡♦♠❡tr✐❡s ❤❛✈✐♥❣ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✷ ♦r ♠♦r❡✳

✹ ❍✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ♥❡t✇♦r❦s

❙✐♥❝❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❛t❡s ♦❢ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❢♦r ❛✈❡r❛❣❡ ❝♦♥s❡♥s✉s ❢♦r ❛r❜✐tr❛r②

❣r❛♣❤s ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ ❡✈❡♥ ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❝♦♥str❛✐♥ts✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❡①♣❡❝t

t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❡①t❡♥❞ ♦✉r r❡s✉❧ts ❢♦r ❛r❜✐tr❛r② ❣r❛♣❤s✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r

❛♥♦t❤❡r ✉s❡❢✉❧ ❝❧❛ss ♦❢ ❣r❛♣❤s t❤❛t ❛❧❧♦✇ ✉s t♦ st❛t❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ r❡s✉❧ts✳ ❲❡

❝♦♥s✐❞❡r ❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❣r❛♣❤s ❜② ❛❞❞✐♥❣ ❛ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ♦❢

❞❡❞✐❝❛t❡❞ ✭❧♦♥❣✲❞✐st❛♥❝❡✮ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♥♦❞❡s✳ ❚❤✉s ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧

♥❡t✇♦r❦ ✇✐t❤ N s❡♥s✐♥❣ ♥♦❞❡s ✉♥✐❢♦r♠❧② r❛♥❞♦♠❧② ♣❧❛❝❡❞ ♦♥ ❛ t♦r✉s ✐♥ [0, 1]d✱

❛♥❞ Kd ✐❞❡♥t✐❝❛❧ r❡❣✉❧❛r❧② s♣❛❝❡❞ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ♥♦❞❡s ♦♥ t❤❡ t♦r✉s✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥

❋✐❣✉r❡ ✽ ❢♦r d = 1✳

❋✐❣✉r❡ ✽✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ♦❢ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ♥♦❞❡s ♣❧❛❝❡❞ ❛❧♦♥❣ ❛ ✶✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ t♦r✉s✳ ❚❤❡
ith ❜❛❝❦❜♦♥❡ ♥♦❞❡ ✐s ♣❧❛❝❡❞ ❛t ri =

(

i− 1
2

)

1
K ❢r♦♠ t❤❡ ♦r✐❣✐♥✱ ❢♦r i = 1, 2, . . . ,K✳

❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ♥♦❞❡s ❞♦ ♥♦t ♣❛rt✐❝✐♣❛t❡ ✐♥ s❡♥s✐♥❣✱ ❛♥❞ ♦♥❧②

❝♦♠♠✉♥✐❝❛t❡ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✳ ❊❛❝❤ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ♥♦❞❡ ❤❛s ❛ ✜①❡❞

❡①❝❧✉s✐✈❡ r❡❣✐♦♥ ♦❢ ❝♦✈❡r❛❣❡✱ ✐✳❡✳✱ ✐t ✭❛❧♦♥❡✮ ❝♦❧❧❡❝ts ❞❛t❛ ❢r♦♠ ❛❧❧ t❤❡ s❡♥s✐♥❣

♥♦❞❡s ✇✐t❤✐♥ ❛ s♣❤❡r❡ ♦❢ r❛❞✐✉s r = 1/2K✳ ■♥✐t✐❛❧❧②✱ ❡❛❝❤ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ♥♦❞❡ ❝♦❧❧❡❝ts

❛♥❞ ❛✈❡r❛❣❡s t❤❡ ❞❛t❛ ❢r♦♠ ❛❧❧ t❤❡ s❡♥s✐♥❣ ♥♦❞❡s ✐♥ ✐ts r❡❣✐♦♥ ♦❢ ❝♦✈❡r❛❣❡✳ ❆❧❧

t❤❡ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ♥♦❞❡s ♥♦✇ r✉♥ ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ ❝♦♥s❡♥s✉s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛♠♦♥❣ t❤❡♠s❡❧✈❡s

✇✐t❤ t❤❡✐r r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❛✈❡r❛❣❡❞ ❞❛t❛ ❛s ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡s✳ ■t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♣❛ss ♦♥

t❤✐s ✭❣❧♦❜❛❧✮ ❛✈❡r❛❣❡ ❜❛❝❦ t♦ ❛❧❧ t❤❡ ♥♦❞❡s ✇✐t❤✐♥ t❤❡✐r ❝♦✈❡r❛❣❡ r❡❣✐♦♥s ✐♥ O(1)

st❡♣s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ❢♦r ❛♥❛❧②③✐♥❣ t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✱ ✐t ✐s s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❛♥❛❧②③❡

✷✸



t❤❡ t✐♠❡ t❛❦❡♥ ❢♦r ❝♦❧❧❡❝t✐♥❣ ❞❛t❛ ❜② t❤❡ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ♥♦❞❡s ❛♥❞ t❤❡ t✐♠❡ t❛❦❡♥ t♦

r❡❛❝❤ ❝♦♥s❡♥s✉s ❛♠♦♥❣ t❤❡s❡ ♥♦❞❡s✳

❲❡ ❜❡❣✐♥ ❜② ❝❤❛r❛❝t❡r✐③✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡♥s♦rs r❡♣♦rt✐♥❣ t♦ ❡❛❝❤ ❜❛❝❦❜♦♥❡

♥♦❞❡✳

▲❡♠♠❛ ✻✳ ❋♦r ❧❛r❣❡ N ❛♥❞ ✐❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ♥♦❞❡s s❝❛❧❡s ❛s o( N
log N )

✇✳❤✳♣✳ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡♥s♦rs ♣❡r ❝♦✈❡r❛❣❡ ❛r❡❛ ✐s n = Nπd/2

Γ(1+d/2)(2K)d ✱ ✇❤❡r❡ K

✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦❞❡s ♣❡r ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳

Pr♦♦❢✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ♣r♦✈❡❞ ❜② ❛ ❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ t❤❡♦r②

♦❢ r❛♥❞♦♠ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❣r❛♣❤s t♦ s❤♦✇ r❡❣✉❧❛r✐t②✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛ s♣❤❡r❡ S ♦❢ r❛❞✐✉s

r ❝❡♥t❡r❡❞ ❛t ♣♦✐♥t P ♦♥ t❤❡ t♦r✉s✳ ▼❛r❦✐♥❣ t❤❡ ♣♦✐♥ts 1, 2, . . . , N ✱ ✇❡ ❝❛♥

❛ss♦❝✐❛t❡ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t k✱ ❛ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ Xk ✭1 ≤ k ≤ N✮ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

Xk = 1S(k) ✭✸✼✮

✇❤❡r❡ 1(.) ✐s t❤❡ ✐♥❞✐❝❛t♦r ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❛t ✐s✱ 1S(k) = 1 ✐❢ k ∈ S✱ ❛♥❞
✵ ♦t❤❡r✇✐s❡✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ s❡♥s✐♥❣ ♥♦❞❡s ❛r❡ ♣❧❛❝❡❞ ♦♥ t❤❡ t♦r✉s ✉♥✐❢♦r♠❧② ❛♥❞

✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ♦❢ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✱ {Xk} ❛r❡ ✐✐❞ ❇❡r♥♦✉❧❧✐ ✇✐t❤ s✉❝❝❡ss ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②

p =
❱♦❧✳ ♦❢ s♣❤❡r❡

❱♦❧✳ ♦❢ t♦r✉s
=

πd/2

Γ(1 + d/2)(2K)d
. ✭✸✽✮

❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡♥s♦rs ✐♥s✐❞❡ t❤❡ s♣❤❡r❡ ✐s t❤✉s ❛ ❜✐♥♦♠✐❛❧ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡

N
∑

k=1

Xk , Y, ✭✸✾✮

✇✐t❤ µ , EY = Np✳ ❲❡ ❝❛♥ ♥♦✇ ✉s❡ t❤❡ ❈❤❡r♥♦✛ ❜♦✉♥❞✿

P(|Y − µ| > µδ) ≤ 2 exp

(

−µδ2

2

)

. ✭✹✵✮

❋♦r 0 < δ < 1✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦❞❡s Kd = o( N
log N ) ✇❡ ❝❛♥ ❛❧✇❛②s ❝❤♦♦s❡

δ =

√

4log N

N
· γKd = o(1), N →∞ ✭✹✶✮

❢♦r s♦♠❡ γ > 0✳ P❧✉❣❣✐♥❣ ✐♥ t❤✐s ✈❛❧✉❡ ✐♥t♦ t❤❡ ❜♦✉♥❞✱ ✇❡ s❡❡ t❤❛t

P(Y /∈ [µ(1− δ), µ(1 + δ)]) ≤ 1

N2ηγ
≤ 1

N3
, ✭✹✷✮

✷✹



✇❤❡r❡ η = πd/2

2dΓ(1+d/2)
❛♥❞ γ ✐s ❝❤♦s❡♥ s✉❝❤ t❤❛t ηγ > 2. ❙♦ ✇✳❤✳♣✳✱

Y = Np(1± o(1)). ✭✹✸✮

❚❤✉s✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t ❛♥② ❝♦✈❡r❛❣❡ ❛r❡❛ ❞♦❡s ♥♦t ❤❛✈❡ n(1±o(1)) ♥♦❞❡s

✐s

P(∪k{Yk /∈ [µ(1− δ), µ(1 + δ)]})
≤ ∪kP(Yk /∈ [µ(1− δ), µ(1 + δ)])

= Kd 1

N3
< N

1

N3
=

1

N2

✇❤❡r❡ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ✉♥✐♦♥ ❜♦✉♥❞✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t ♥♦✇ ❢♦❧❧♦✇s r❡❛❞✐❧②✳

❙✐♥❝❡ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ Kd ❜❛❝❦❜♦♥❡ ♥♦❞❡s ❤❛s n s❡♥s♦rs ✐♥ ✐ts ❝♦✈❡r❛❣❡ r❡❣✐♦♥

✇✳❤✳♣✳ ✇❤❡♥ N ✐s ❧❛r❣❡✱ ❛ t♦t❛❧ ♦❢ nKd s❡♥s✐♥❣ ♥♦❞❡s ✇✐❧❧ ❜❡ ❝♦✈❡r❡❞ ❜② t❤❡ ❜❛❝❦✲

❜♦♥❡ ♥❡t✇♦r❦✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ❢♦r ❧❛r❣❡ N ✱ ✐t ✐s ❛❧✇❛②s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❝♦♥s❡♥s✉s

♦✈❡r ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❢r❛❝t✐♦♥

κ =
nKd

N
=

πd/2

2dΓ(1 + d/2)
✭✹✹✮

♦❢ t❤❡ s❡♥s✐♥❣ ♥♦❞❡s✱ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ N ❛♥❞ K✳

❲❡ ✇✐❧❧ ♥♦✇ st✉❞② s♣❡❝✐✜❝ ❝❛s❡s ❢♦r d = 1 ❛♥❞ ✷✳ ❚♦ ❜❡❣✐♥✱ ✇❡ ♥♦t❡ t❤❛t ❢♦r

d = 1✱

κ1 =
π1/2

2Γ(3/2)
= 1, ✭✹✺✮

❛♥❞ ❢♦r d = 2✱

κ2 =
π

4Γ(2)
=

π

4
≈ 78.5%. ✭✹✻✮

❆s st❛t❡❞ ❛❜♦✈❡✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❡❛❝❤ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ♥♦❞❡ ❝♦❧❧❡❝ts ❞❛t❛ ❜② ♣♦❧❧✐♥❣

❛❧❧ t❤❡ s❡♥s✐♥❣ ♥♦❞❡s ✐♥ ✐ts ❝♦✈❡r❛❣❡ r❡❣✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐s ❞♦♥❡ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♦✈❡r ❛❧❧

❜❛❝❦❜♦♥❡ ♥♦❞❡s✱ ❜② ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ tr❛♥s♠✐t ♣♦✇❡r✳ ❆ss✉♠✐♥❣ ❡❛❝❤ ♥♦❞❡

tr❛♥s♠✐ts ✐♥ ♦♥❡ t✐♠❡ s❧♦t✱ ✇❡ ♥❡❡❞ n t✐♠❡ s❧♦ts t♦ ✐♥✐t✐❛❧✐③❡ t❤❡ ❝♦♥s❡♥s✉s

❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✇❤❡r❡ ✇✳❤✳♣✳

n =
αN

Kd
. ✭✹✼✮

❉✉r✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥s❡♥s✉s ♣❤❛s❡✱ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ t♦♣♦❧♦❣② ✐s ✐❞❡♥t✐❝❛❧ t♦ t❤❡ ✭r❡❣✉❧❛r✮

r✐♥❣ ❛♥❞ t♦r✉s t♦♣♦❧♦❣✐❡s ❞✐s❝✉ss❡❞ ♣r❡✈✐♦✉s❧②✳ ❆s ❜❡❢♦r❡✱ ❧❡t ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ tr❛♥s♠✐t

✷✺



❛t ✜①❡❞ ♣♦✇❡r Pmt♦ r❡❛❝❤ m ≤ ⌊K/2⌋ ♥❡✐❣❤❜♦rs ♣❡r ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♣❡r ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳

❯s✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧ts ✐♥ ❚❤❡♦r❡♠s ✷ ❛♥❞ ✺✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❛t ❢♦r Kd = o
(

N
logN

)

,

✇✳❤✳♣✳✱

(

1− h(2m + 1) + hS
(m,K)
1

)
1

4m+1 ≥ β

≥
(

1− h(2m + 1) + hS
(m,K)
1

)
1

2m+1

❢♦r t❤❡ r✐♥❣ ♦r ✶❉ t♦r✉s ❛♥❞

(

1− h(2m̃ + 1)2 + h(2m̃ + 1)S
(m̃,K)
1

)
1

16m2+8m+1

> β >
(

1− h(2m + 1)2 + h(2m + 1)S
(m,K)
1

)
1

2m(m+1)

❢♦r t❤❡ ✷❉ t♦r✉s✱ ✇❤❡r❡ m̃ = ⌊ m√
2
⌋ ❛s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❚❤❡♦r❡♠ ✺✳

✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s

❲❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛ ❢r❛♠❡✇♦r❦ t❤❛t ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ r❡❛❧✐st✐❝ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥

❝♦♥str❛✐♥ts ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡ ❝♦♥s❡♥s✉s ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧② ❝❤❛r✲

❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡❞✐✉♠ ❛❝❝❡ss ❝♦♥tr♦❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛t ♠❛①✐♠✐③❡s

t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳ ❲❡ st✉❞② t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ tr❛♥s♠✐t ♣♦✇❡r ♦♥ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡

✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡✳ ■♥ ✐♥t❡❢❡r❡♥❝❡✲❧✐♠✐t❡❞ ✇✐r❡❧❡ss ♥❡t✇♦r❦s✱ t❤❡ ❣❡✲

♦♠❡tr② ♦❢ ♥♦❞❡ ♣❧❛❝❡♠❡♥t ♣❧❛②s ❛ ❦❡② r♦❧❡ ✐♥ ❞❡❝✐❞✐♥❣ t❤❡ ❢❛st❡st ❝♦♥✈❡r❣✐♥❣

❝♦♥s❡♥s✉s ❣r❛♣❤✳ ❲❤✐❧❡ ❢♦r♠✐♥❣ ❧♦♥❣✲r❛♥❣❡ ❧✐♥❦s ✭✉s✐♥❣ ♠♦r❡ ♣♦✇❡r✮ ❛❧✇❛②s

✐♠♣r♦✈❡s t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦♥ r✐♥❣ t♦♣♦❧♦❣✐❡s✱ ✐t ✐s ♥♦t s♦ ❢♦r ❤✐❣❤❡r✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧

t♦r✐✳

❚❤✐s ✇♦r❦ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ♦t❤❡r ❝❧❛ss❡s ♦❢ ❣r❛♣❤s✱ ❧✐❦❡ ❈❛②❧❡② ❣r❛♣❤s

❛♥❞ ❡①♣❛♥❞❡r ❣r❛♣❤s t❤❛t ❤❛✈❡ ❣♦♦❞ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❬✸❪✳ ❆♥♦t❤❡r ✐ss✉❡ ✐s

t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ st♦❝❤❛st✐❝ ❞❛t❛ ❧♦ss t❤r♦✉❣❤ ❡✛❡❝ts ❞✉❡ t♦ ❢❛❞✐♥❣ ❛♥❞ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡✱

✉s✐♥❣ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❛s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❬✷✱ ✻❪✱ t♦ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r

✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡✳

✷✻



❘❡❢❡r❡♥❝❡s

❬✶❪ ❱✳ ❇❧♦♥❞❡❧✱ ❏✳ ❍❡♥❞r✐❝❦①✱ ❆✳❖❧s❤❡✈s❦②✱ ❛♥❞ ❏✳ ❚s✐ts✐❦❧✐s✳ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✐♥

♠✉❧t✐❛❣❡♥t ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥✱ ❝♦♥s❡♥s✉s ❛♥❞ ✢♦❝❦✐♥❣✳ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✹✹t❤

■❊❊❊ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❉❡❝✐s✐♦♥ ❛♥❞ ❈♦♥tr♦❧✱ ♣❛❣❡s ✷✾✾✻✕✸✵✵✵✱ ✷✵✵✺✳

❬✷❪ ❙✳ ❇♦②❞✱ ❆✳ ●❤♦s❤✱ ❇✳ Pr❛❜❤❛❦❛r✱ ❛♥❞ ❉✳ ❙❤❛❤✳ ❘❛♥❞♦♠✐③❡❞ ❣♦ss✐♣ ❛❧❣♦✲

r✐t❤♠s✳ ■❊❊❊ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❚❤❡♦r②✱ ✺✷✭✻✮✿✷✺✵✽✕✷✺✸✵✱ ✷✵✵✺✳

❬✸❪ ❘✳ ❈❛r❧✐✱ ❋✳ ❋❛❣♥❛♥✐✱ ❆✳ ❙♣❡r❛♥③♦♥ ❛♥❞ ❙✳ ❩❛♠♣✐❡r✐✱ ✏❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥✲

str❛✐♥ts ✐♥ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❝♦♥s❡♥s✉s ♣r♦❜❧❡♠✱✧ ❆✉t♦♠❛t✐❝❛✱ ✹✹✭✸✮✿✻✼✶✲✻✽✹✱

▼❛r❝❤ ✷✵✵✽✳

❬✹❪ ●✳ ❈②❜❡♥❦♦✳ ❉②♥❛♠✐❝ ❧♦❛❞ ❜❛❧❛♥❝✐♥❣ ❢♦r ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♠❡♠♦r② ♠✉❧t✐♣r♦❝❡s✲

s♦rs✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❛♥❞ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❝♦♠♣✉t✐♥❣✱ ✭✼✮✿✷✼✾✕✸✵✶✱ ✶✾✽✾✳

❬✺❪ ▼✳P✳ ❉❡s❛✐✱ ❛♥❞ ❱✳❇✳ ❘❛♦✳ ❆ ♥❡✇ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ❜♦✉♥❞ ❢♦r r❡✈❡rs✐❜❧❡ ▼❛r❦♦✈

❝❤❛✐♥s ✇✐t❤ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t♦ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✲❛s②♠♣t♦t✐❝s ♦❢ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❛♥✲

♥❡❛❧✐♥❣✳ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ■❊❊❊ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❙②♠♣♦s✐✉♠ ♦♥ ❈✐r❝✉✐ts ❛♥❞

❙②st❡♠s ✭✷✮✿✶✷✶✶✕✶✷✶✹✱ ✶✾✾✵✳

❬✻❪ P✳ ❍♦✈❛r❡s❤t✐✱ ❱✳ ●✉♣t❛ ❛♥❞ ❏✳ ❙✳ ❇❛rs✱ ✏❆✈❡r❛❣❡ ❈♦♥s❡♥s✉s ♦✈❡r ❙♠❛❧❧

❲♦r❧❞ ◆❡t✇♦r❦s✿ ❆ Pr♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❋r❛♠❡✇♦r❦✱✧ ■❊❊❊ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❉❡❝✐✲

s✐♦♥ ❛♥❞ ❈♦♥tr♦❧ ✭❈❉❈ ✵✽✮ ✷✵✵✽✱ ❙✉❜♠✐tt❡❞✳

❬✼❪ ▼✳ ❍✉❛♥❣ ❛♥❞ ❏✳❍✳ ▼❛♥t♦♥✱ ✏❙t♦❝❤❛st✐❝ ❞♦✉❜❧❡ ❛rr❛② ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ❝♦♥✈❡r✲

❣❡♥❝❡ ♦❢ ❝♦♥s❡♥s✉s ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✇✐t❤ ♥♦✐s② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱✧ Pr♦❝✳ ❆♠❡r✐❝❛♥

❈♦♥tr♦❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡✱ ◆❡✇ ❨♦r❦✱ ♣♣✳ ✼✵✺✲✼✶✵✱ ❏✉❧② ✷✵✵✼✳

❬✽❪ ▼✳ ❍✉❛♥❣ ❛♥❞ ❏✳❍✳ ▼❛♥t♦♥✳ ✏❙t♦❝❤❛st✐❝ ▲②❛♣✉♥♦✈ ❛♥❛❧②s✐s ❢♦r ❝♦♥s❡♥s✉s

❛❧❣♦r✐t❤♠s ✇✐t❤ ♥♦✐s② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱✧ Pr♦❝✳ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❈♦♥tr♦❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡✱

◆❡✇ ❨♦r❦✱ ♣♣✳ ✶✹✶✾✲✶✹✷✹✱ ❏✉❧② ✷✵✵✼✳

❬✾❪ ❆✳ ◆❡❞✐❝❤ ❛♥❞ ❆✳ ❖③❞❛❣❧❛r✱ ✏❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❘❛t❡ ❢♦r ❈♦♥s❡♥s✉s ✇✐t❤ ❉❡❧❛②s✱✧

▲■❉❙ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧ ❘❡♣♦rt ✷✼✼✹✱ ▼■❚✱ ▲❛❜✳ ❢♦r ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❉❡❝✐s✐♦♥ ❙②s✲

t❡♠s✳

❬✶✵❪ ❆✳ ◆❡❞✐❝❤✱ ❆✳ ❖❧s❤❡✈s❦②✱ ❆✳ ❖③❞❛❣❧❛r✱ ❛♥❞ ❏✳ ◆✳ ❚s✐ts✐❦❧✐s✱ ✏❖♥ ❉✐str✐❜✉t❡❞

❆✈❡r❛❣✐♥❣ ❆❧❣♦r✐t❤♠s ❛♥❞ ◗✉❛♥t✐③❛t✐♦♥ ❊✛❡❝ts✱✧ ▲■❉❙ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧ ❘❡♣♦rt

✷✼✼✽✱ ▼■❚✱ ▲❛❜✳ ❢♦r ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❉❡❝✐s✐♦♥ ❙②st❡♠s✳

✷✼



❬✶✶❪ ▲✳ ❋❛♥❣ ❛♥❞ P✳ ❆♥ts❛❦❧✐s✳ ❖♥ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ❢♦r ♠✉❧t✐✲
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